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SECTIONS CIRCULAIRES DU TORE 

(dÉMOiNSTRATION élémentaire du théorème de VtLLVnCEAU) 

Par M. V. Ilialsoii. 



Théorème. — Étant donnés : un cerC'C ADB et sa projection 
AdB sur un plan quelconque; la surface engendrée par ce cercle, 
en tournant autour de la perpendiculaire FV imnée au plan de 
projection AdD, joar le foyer F de cette projection, est un tore. 

Le plan de projeetion passe par le centre G du cercle donné, 
AB est sa trace sur le plan de ce cercle, CD est perpendiculaire 




sur ABil , en est de môme de Cd, On sait (tliéorèmo de M. Cour- 
celles) que la projection du cercle est une ellipse dont le 
point F, distant du centre d'une longueur FG égale à Dd, est 
un des foyers. 



4 JOURNAL DE BIATHÊMÂTIQU£S ÉLÉBfENTAIRBS 

Soient M un point du cercle donné, m la projection de ce 
point. Menons mH perpendiculaire à BA et traçons la droite 
MH, cette dernière sera perpendiculaire à BA. Menons MG, 
puis abaissons, du foyer F, une perpendiculaire FG sur cette 
ligne. Traçons mF et prenons, sur cette droite, une longueur 
F/f = Fd = CD = CM = CA, et décrivons, du point F comme 
centre, un cercle dKL ayant cette longueur pour rayon. Tra- 
çons enfin MK. M. Gourcelles démontre que FG = Mm et que 
les triangles rectangles FGM, MmF sont égaux. Les angles 
aigus MFm, FMG sont donc égaux; par conséquent les trian- 
gles MFK, MFC ont un angle égal compris entre deux côtés 
égaux, chacun à chacun; savoir: MF commun, FK = CM 
par construction; ces triangles sont donc égaux et Ton a : 
MK = FC'=Dd. 

Un point quelconque M du cercle ADB se trouve donc sur 
le tore dont la section méridienne* VFKmM a pour rayon 
la demi-distance focale MK, et, pour centre le point K du 
cercle dKL égal au cercle générateur ADB. Pour démontrer 
que le cercle donné ADB engendre entièrement le tore ainsi 
défini, et seulement ce tore, il suffit d'observer que lès dif- 
férents points du cercle engendrent tous les parallèles et rien 
que les parallèles compris entre l'équateur décrit par le point 
B, le collier décrit par le point A, et les parallèles moyens 
décrits par les points D et E les plus éloignés du plan de Té- 
quateur. 

Remarques. — L La section du tore par le plan du cercle 
générateur ADB est symétrique par rapport à la trace PN, sur 



le plan sécant^ du méridien perpendiculaire à ce plan. Un 
parallèle quelconque du tore rencontre le plan sécant en un 
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point M du cercle générateur et au point symétrique M' : ce 
parallèle ne peut avoir avec le plan d'autre point commun. 
Donc la section du tore , par le plan du cercle générateur, se 
compose des cercles ADB, A'D'B' symétriques par rapport à PN. 

IL Le plan du cercle générateur est bi-tangent au tore, aux 
points N, P, situés dans le méridien de symétrie 

III (Théorème de Villarceau). Tout plan bi-tangent au tore se 
confond avec le plan du cercle générateur et coupe par consé- 
quent la surface suivant dcvx cercles. 

Considérons (fig. 2) les sections du tore et du plan bi-tangent 
par le méridien perpendiculaire à ce plan. Soient N, P, les 
contacts de la trace du plan bi-tangent, avec la trace du tore. 
Le triangle rectangle FNR est égal au triangle rectangle DdC 
de la fig. (1); car CD = FL = FR, Dd = LB == RN. Donc les 
angles Dde?, RFN sont égaux; et le plan bi-tangent se confond 
avec le plan du cercle générateur puisqu'il fait, avec le plan 
de réquateur, le môme angle a que ce dernier. Donc 'le plan 
bi-tangent PN coupe le tore suivant les deux cercles AdB, 
A'B'D' égaux au lieu des centres des sections méridiennes. 



EXERCICES GEOMETRIQUES 

Par M. A. Fitz-Patrick. 



1 . — Étantdonnéesquatredroites AB, BG, CD, jyEqui forment une 
ligne brisée concave^ on demande de les couper par une sécante xy, 
tellequeles segments inteixeptés MN, NP, PQ soient égaux entre eux. 

Prolongeons DG jusqu'à sa rencontre, en G, avec AB; 
puis par les points N menons les parallèles NF, QH à DG. 

On a PG = 2NF, QH = 3NF. 

Gela posé, prenons GK = GB, et traçons la droite KQ; 
celle-ci, prolongée, coupe DG en L. 

Les triangles semblables GKL, HKQ nous donnent 

GL _ GK 

HQ ~ HK " 
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Mais: HQ = 3NF, GK = BG, HK = BF; 

et, par suite, 
GL BGGC^ 
3FN ~BF~~Nf'' 
d'où GL = 3GG. 
Le point L est 
donc déterminé sur 
DG. 

En joignant les 
points K et L on a 
Q; le point H est 
alors déterminé. 

Ce dernier point 
étant connu, on ob- 
tient F en portant GF = GH, et en menant, par F, FN paral- 
lèle à DU; on détermine, ainsi, un second point N delà 
sécante cherchée. 




2. — Etant données deux droites j^arallèles A, A', une troisième 
droite A" qui coupe A en C, et un point P dans leur p/aw, on 
demande de mener ^ par V^une transversale coupant les trois droites 
A, A', A' en des points A, B et D, tels que le rapport de AB à PD 



soit égal à un rapport donné — 

Par les points G, P, menons des droites parallèles à PD et 

à A", droites qui se coupent en 
un point E. 

Soit F le point où GE coupe A'. 
Menons PG; et, par F, traçons 
FG parallèle à A". 
On a 
CG _ GF _ AB _ m 

"GP "" GÊ ~ PD ~ n' 
On peut donc déterminer le 
point G sur PG. 
Le problème s'achève alors facilement. 
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LES TELEMETRES OU TELOMETRES 

Par M. liOuU Eiiège d'iray^ lieutenant d'Artillerie. 



Le principe général qui sert de base à ces instruments peut 
s'énoncer ainsi : on considère un triangle, et, le plus ordinaire- 
ment, un triangle rectangle dont un côté constitue une base 
invariable, mesurée avec soin; les instruments font connaître 
la grandeur de Tangle à la base. 

Au point de vue de Tartillerie, ces petits appareils sont d'un 
intérêt médiocre et purement théorique. L'un d'eux, le télé- 
mètre Goulier, est réglementaire; et il existe dans toutes les 
batteries d'artillerie de campagne; mais pas un seul n'est 
employé pratiquement et, pour divers motifs, on a renoncé à 
se servir du télémètre. 

Pour donner une évaluation toujours médiocre de la distance, 
le télémètre exige une manipulation trop longue, et trop minu- 
tieuse, pour être vraiment pratique. Il y a incontestablement 
économie de temps à évaluer approximativement la distance à 
vue, en s'entouraut de quelques précautions; puis, à ouvrir le 
feu sans retard. Un trt s petit nombre de coups suffisent pour rec- 
tifier par le réglage l'erreur commise sur la distance; déplus, 
on a l'avantage d'avoir fait du bruit le premier, ce qui n'est 
pas sans profit, au point de vue du moral. Avec l'usage du 
télémètre, on risque de voir le tir de l'ennemi réglé sur la 
batterie, avant que celle-ci ait tiré son premier coup. 

Dans le tîr de place (tir concentrique par exemple) on élude 
la recherche de la distance, en employant directement au 
calcul de l'angle de tir qui convient et de la direction à don- 
ner à la pièce, les données qui pourraient servir à l'évaluer. 
Il est évident en effet que si, d'une part, la distance est fonc- 
tion de certaines mesures angulaires; si, d'autre part, les élé- 



8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

ments du fir {orientation et inclinaison de Taxe de la pièce) 
sont fonctions de la distance, de sorte que les éléments du 
tir sont fonctions des mesures angulaires. Il y a donc intérêt 
à éliminer, pour ainsi dire, la distance qui n'est pas, par 
elle-même, intéressante à connaître. On conçoit alors que des 
calculs, faits d'avance, ou des constructions graphiques, pré- 
parées une fois pour toutes, puissent donner le résultat, pour 
aiosi dire directement, du moins dans le cas oîi la pièce 
qui tire occupe un emplacement fixe et où les postes d'obser- 
vation, d'oîi sont faites les mesures d'angles, sont des points 
invariables. 

L'opération qui consiste à mesurer les distances est éga- 
lement supprimée dans le tir de côte. L'altitude de la batterie 
étant connue, les éléments du tir sont fonction de l'angle de 
dépression seulement ; et on a même là des appareils de visées 
dans lesquels certains profils d'excentriques sont calculés 
suivant les propriétés balistiques de la pièce, ce qui permet 
de tirer directement, sans autre manipulation que celle qui 
amène le but dans le champ du viseur. Du même coup, en 
effet, la pièce se trouve dirigée de façon à atteindre l'objectif. 
L'appareil Déport, auquel nous faisons allusion ici, est curieux 
au point de vue mécanique; mais on peut dire, d'une façon 
générale, que l'emploi des télémètres et télémètres est actuel- 
lement, de l'histoire ancienne, au point de vue militaire. 
Ils sont décrits dans les cours, comme représentant des ten- 
tatives faites en vue de l'artillerie; mais on considère, géné- 
ralement, qu'il n'existe pas encore de solution satisfaisante de 
ce problème. Aussi, pratiquement, la difficulté est plutôt tour- 
née que résolue. 

Cependant, il n'est pas douteux que, pour l'artillerie de 
campagne principalement, unappareil qui demanderait imjtjew 
de temps à employer et donnerait une grande précision sans 
manipulation trop minutieuse, serait extrêmement précieux. 

Quoi qu'il en soit, voici une description sommaire des prin- 
cipaux télémètres et télémètres. 

Télomètre Goulier. — Soit P le point inaccessible dont 
on veut mesurer la distance au point A; soit d cette distance 
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Fig. 4. 



inconnue. Supposons deux observateurs placés en A et B, Si 
Tangle A est droit il suffira de 
mesurer a pour en conclure D, la 
distance AB étant connue. 

Il faut donc, en A, un appareil 
permettant de faire deux visées 
rectangulaires { appareil A ) . 
L'une de ces visées sera dirigée sur P; Tobservateur B ira se 
placer sur le prolongement de l'autre. En B, il faudra un 
appareil permettant de viser à la fois A et P, c'est-à-dire un 
appareil donnant deux visées à angle variable, cet angle dif- 
férant d'ailleurs peu de l'angle droit (appareil B). 

AB ayant une longueur fixe (pratiquement 40 mètres), dest 
simplement une fonction de a. Si donc la vis de rappel, qui 
permet de faire varier a, fait mouvoir en même temps une 
réglette convenablement graduée en 
distances, en face d'un repère, une 
simple lecture donnera d. 



JJMj^e, vtanvd^ 




Fig. 2. 



Appareil A. — Il comprend un 
voyant pour que B puisse le viser avec 
précision, et un viseur dont le champ 
est divisé en deux parties. La partie 
supérieure reçoit directement les 
rayons émanés du point sur lequel est dirigé le viseur. La 
partie inférieure reçoit des rayons sortant d'un prisme à ré- 
flexion totale après y avoir subi une déviation égale à 90**. Ce 
prisme est placé dans l'intérieur du viseur, et ses 
deux faces rectangulaires correspondent à deux ou- 
vertures pratiquées dans l'enyeloppe. 

Appareil B. — Même principe que l'appareil A dont 
il est symétrique, sauf que, pour rendre variable 
l'angle des deux visées, on interpose, sur le trajet 
des rayons directs, un prisme à angle variable com- 
posé de deux lentilles; l'une, plan-convexe; lautre, 
plan-concave de môme rayon. Dans la position ci- ^*^- ^• 
contre, les faces planes sont parallèles ainsi que les faces 
courbes ; c'est donc une glace à faces parallèles. Au contraire, 
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si l'on déplace Tune d'elles perpendiculairement à la direction 
de la visée, c'est-à-dire de manière que Taxe optique reste 
parallèle à lui-même, le système formé par les deux lentilles 
devient équivalent à un prisme dont l'angle varie suivant 
l'amplitude du déplacement : on peut donc modifier l'angle des 
deux visées suivant l'éloignement du point P. 

Une réglette à crémaillère, mue par un pignon monté sur 
l'axe de la vis de rappel qui produit les déplacements de la 

lentille, glisse en face d'un repère fixé à l'ap- 
pareil. Pour chaque position de la lentille et, 
par suite, de la réglette, on a inscrit sur la 
hr^ réglette la distance correspondant à la valeur 

Fig. 4. ^Q ç^ q^i résulte du déplacement donné à la 

lentille mobile. D'après cela, lorsque B aperçoit à la fois A et 
P, il n'a qu'à lire, sur l'instrument, la distance cherchée. 

Opération pratique. — L'observateur A se place de manière à 
voir P par double réflexion dans le prisme; puis, il fait placer 
B, qui lui est relié par un fil long de 40°*, de façon à l'aperce- 
voir directement dans son viseur. 

L'observateur B, une fois placé, se tourne de façon à voir P 
par réflexion dans le prisme, et il agit sur la vis de rappel 
jusqu'à ce qu'il aperçoive A, directement, dans le champ de 
son viseur. Ce résultat obtenu, il donnft un signal pour que A, 
qui est immobile, rectifie, s'il y a lieu, la coïncidence des 
deux images ; il rectifie lui-même la coïncidence des siennes 
et il lit la distance. Les deux appareils sont tenus à la main. 

Télémètre Gautier. — Un tube cylindrique renferme 
deux miroirs à 45® qui fonctionnent comme les deux faces 
étamées des prismes de l'appareil précédent. Une lunette 
reçoit, dans une moitié de son champ, des rayons de visée 
directe; dans l'autre, des rayons doublement réfléchis. Sur la 
partie antérieure du tube est monté un anneau mobile portant 
un prisme. En faisant tourner l'anneau et le prisme, on fait 
varier l'angle de déviation des rayons destinés à la lunette. L'ap- 
pareil est donc analogue à l'appareil B du télémètre Goulier. 

Emploi. —Tourner l'anneau mobile, de manière à amener 
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le trait infini en face du repère fixe (déviation nulle); alors les 
deux visées sont rectangulaires. L'observateur vise le point 
dont il veut savoir la distance et remarque, dans la campagne, 
un objet éloigné dans le prolongement de la direction de la 

seconde visée. 

Il se transporte alors, dans cette direction AB, 
d'une certaine distance AB qu'il mesure. Arrivé 
en B il vise de nouveau P et agit, sur Tanneau 
mobile, jusqu'à ce que l'image de l'objet éloigné 
^o-A qu'il a remarqué lui pçirvienne. A ce moment 
il lit, sur une graduation portée par l'anneau 
Fig. 5. mobile, la distance qui se trouve inscrite sur 
le trait correspondant au repère. 

On peut appliquer cette méthode, en se servant de l'appa- 
reil B du télémètre Goulier. 

Télémètre Labbez. — Cet appareil est analogue au pré- 
cédent, mais la vision de l'objet auxiliaire se fait sans interpo- 
sition de prisme. C'est par la variation de l'angle des deux 
miroirs qu'on obtient la coïncidence des deux images. 

On fait varier l'inclinaison du second miroir sur le premier 
qui est fixe, en agissant sur un anneau mobile qui porte, 
comme l'appareil précédent, une graduation en distances, 
mobile devant un repère. Quand l'angle est de 45®, le repère 
se trouve en regard du trait oo . 

Télémètre Sapia. — Il donne la distance d'un navire à 
une batterie de côte, en fonction de la hauteur de la batterie 
au-dessus du niveau de la mer et de l'angle de dépression, 

c'est-à-dire, de l'angle que la ligne de visée 
du navire fait avec l'horizon. 

Il se compose d'un limbe vertical &xe, 
le long duquel se meut la lunette avec 
laquelle on vise le navire. Cette lunette est 
I^ig, 6, mobile autour d'un axe, fixé en A, perpendi- 

culaire au plan du limbe; elle s'appuie, en outre, sur un 
excentrique à came, appelé limaçon mulliplicateur. L'inclinai- 
son de la lunette varie suivant la portion du limaçon sur 
laquelle elle repose. 
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La came amplifie cette variation d'angle. Le mouvement 
angulaire du limaçon entraîne une aiguille indicatrice mobile 
contre l'autre face du limbe. Cette aiguille porte un curseur 
mobile. Sur la seconde face du limbe, des circonférences 
concentriques ont été tracées, ayant leur centre au centre de 
rotation du limaçon et des rayons proportionnels à différentes 
altitudes. Sur chacune d'elles, on marque les positions de la 
règle indicatrice qui correspondent, pour une altitude propor- 
tionnelle à son rayon, à une même distance horizontale. 

Emploi, — Si Ton a soin de mettre le curseur à hauteur de 
la circonférence correspondant à l'altitude de la batterie, il 
suffit de viser le navire ; la position correspondante du lima- 
çon détermine une certaine position de l'aiguille indicatrice 
et la distance cherchée se lit à hauteur du curseur sur la cir- 
conférence correspondante. 

Méthode Arnould. — Une base fixe, de grande longueur, 
a été préalablement mesurée ; un observateur est placé à cha- 
que extrémité. Chaque observateur muni d'un appareil pour 
mesurer les angles se tient en relation téléphonique avec un 
poste central où la base, réduite à une échelle donnée, est 
reportée sur une planchette. Les indications angulaires trans- 
mises par le téléphone permettent de fixer immédiatement la 
position du but, grâce à des rayons divergeant des deux sta- 
tions, tracés à l'avance, sous toutes les inclinaisons. Des 
cercles concentriques, tracés également à l'avance, autour de 
l'emplacement de la pièce, donnent la distance du but par une 
simple lecture. 

On prendra trois stations au lieu de deux, si l'on veut avoir 
une vérification. Les erreurs grossières, accidentelles, seront 
ainsi évitées. 

Cette méthode est analogue à celle qui est employée dans 
les places, pour le tir concentrique.. Elle en diffère en ce que 
le but des planchettes Perruchon, pour le tir concentrique, est 
de donner par une simple lecture la hausse et la dérive à 
employer pour ouvrir le feu sur le but ; même, s'il n'est pas 
visible de la batterie. 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES n 

(CONCOURS DE 1887) 
Solution par M. LëvavasseuR) professeur au Lycée de Moulins. 



1. — Considérons les cercles S et S et l'un quelconque des 
cercles T, puis transformons, par rayons vecteurs réciproques, 
Tensemble de ces trois cercles en prenant pour centre d'inver- 
sion le point (o et pour puissance d'inversion le carré de p. 




Le cercle 2 et le cercle T se transforment en eux-mêmes; 
tandis que le cercle se transforme en un autre cercle 0', 
tangent au cercle T, et qui est le troisième cercle fixe cherché. 



(*) Voyez l'énoncé, Journal, 1887, p. 250. 
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2. — Posons OcoA = 2w, 0(oB = 2V ; 

et, par suite, OwA' = u, ScÔB^ = v; 

puis, I étant le centre de la circonférence T, 

Oa)I = U-h V, et I(i)A — M — v, 

Soit G le pied de DD' ; posons encore 

GA' =. a:, GB' = x\ 

et, enfin, Gw = 8. 

ce 35' 

On a tgu=-, tgv = y 

Désignons par R le rayon du cercle T. Dans le triangle wIO, 

on a 10^ — I(A)^ -H 0)0'^ — 2laj.(o0 cosOo)!. 

Or 

10 = R -h r; L^i* = R« + p«; wO = d; 0^ = w + v. 
Donc 



(R + ry = R« -h p« + d2 - 2d v/R' + p' cos (u + r). 
La considération du triangle (olA nous donne les relations 

R = pig(u-i;), v/H' + p' = r^ :• 

'^ ° ^ "^ cos (u — u) 

Par suite, 

. / X « jo 2dp cos (w -4- v) 

r« -4- 2rp tff (w — v) = p* + d* i^ — r-^ ■ ; 

^ ^ ^ ^ ^ cos (u — V 

ou, enfin, 

2rp sin (u — v) — (p* -h d* — r') cos (u — r) — 2dp cos (u -h v). 

Maintenant, on a : 

X — x' , ^ sin (u — v) 

— r — = tgw — tgy = ^^ -9 

8 00 cosu cost; 

a;a;' ^ ^ cos (w — v) 
I 4- -— - = T + tg w tg t; = ^^ , 

xic' . . cos (u -h t?) 

1 = I — tg u tg t; = ^ ; 

8« & & çQg ^ cos i; 



ou 



sin (u — v) cos (u — v) cos (w + v) 



X ~~~ X XX XX 

-g— '^^ '-^ 



D*où, la relation 

(x ~ a-') ^ • _, ./ icaî'\ . /• xx\ 

2rp^— ^ = (P* + d' - r«)(^i + "^) - 2dp(i - —y 
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qu'on peut écrire 

(i) 2rpZ(x - a?') = [(d ■+■ p)« - 7'*]xx' + [(d - p)« - r>]$«. 

Les points doubles de cette division homographique sont 
donnés par Téquation 

[(d -h p)« - r^]x^ + [(d - p)« - r«]8' = o. 

Les circonférences S et S étant intérieures Tune à l'autre, 
on a rf < p — r. Les points doubles sont donc imaginaires. 

3. — Désignons par 8' la distance PC et pai a Fangle ATB'. 

^ /jrj' 

On trouve facilement ia formule Iff a = 8'-^^ . 

^ œx' 4- 8'«. 

D'ailleurs de la formule (1) je tire 

x|[r» — (d + p)«]x' 4- 2rp8j = 2rptx -h [(c? — p)* — r»]8*, 

^ ^. ^ [(^ - P)' - ^']^^ + [(d + P)' - r«]a:-' 

2rp8 - [{d + p)« - r«]x' 

,_ 2rp8a;'» + [(d - p)« - r«]x^8« 
~~ 2rp8 — [{d -h p)^ — 7'^]x' 
Donc 

^"^ 2rp8x'« + j[(d - p)« -r^]$* - [(^/ + p)^ - r^]o'^\x' + 27'p8o'« 

A.x'« + G 
ou tff a = • 

Gherchons d'abord s'il y a des valeurs maxima ou minima. 
L'équation du second degré qui donne ces valeurs est 
(B'» - 4A'G0 tg« a + 4(AG' + GA') tg a - 4AG = o. 
Le réalisant est 4|(AC' - CA.')'* + 4B'8AG}; 

Or, AG étant positif, les deux racines de cette équation sont 
réelles et de signes contraires. Distinguons trois cas. 

Premier Gas. — Les deux racines de l'équation AV* + B'x' 
+ G' = o sont réelles et de même signe (positives), désignons 
les par x^, x^, et supposons x^ < a?,. 

A 

Pour x' infiniment grand et négatif, tg a = — ? c'est une 

A. 

quantité positive. L'angle a est aigu, il décroît jusqu'à son 
minimum, puis croît jusqu'à un droit, valeur qu'il atteint pour 
X = Xi; ensuite, il devient obtus, croît jusqu'à son maxi- 
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mum, puis décroît jusqu'à un droit ; devient aigu et décroît 

jusqu'à la valeur primilive; a passe deux fois par la valeur - • 

Deuxième cas. — 8' est tel que Ton ait B'* — 4A'G' = o. 
L'angle maximum est droit, a ne peut devenir obtus ; a ne 

passe donc qu'une fois par la valeur - • 

Troisième cas. — B'* — 4A'G' est négatif; l'angle maximum 
et l'angle minimum sont aigus, par suite, a ne peut devenir 



ésal à - • 

^ o. 



4. — Il existe une valeur de S' telle que l'angle ATB* soit 
constant. En effet on a trouvé 

- _ V{x - g;^) 

8' [(tZ + p)2 - r«J xc^ + [(d - p)« - r«] 8* 



ou bien tga 



2rp8 xx' -h 8'* 

11 suffit de choisir 8' au moyen de l'équation 



qui donne 8' = 8 1/ (^""p)^ ^\ 

Alors on a tga — — -^ , 

2rp8 

ou tga = /(p* + d* — r«;2 — ^dy • 

2rp 

Dans le cas où A„+i coïncide avec A^, le point A'„+i doil 

aussi coïncider avec A'i, donc a doit être éffal à—, k étant 

n 

entier, et l'on a bien la relation cherchée. 
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BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET (f) 



PARIS (Juillet 1887). 

1 . — Étant donné un tétraèdre régulier, c'est-à-dire un tétraèdre dont 
toutes les arêtes sont égales, on demande de calculer la distance de son 
centre de gravité aux sommets, aux faces et aux arêtes du tétraèdre; 
on demande aussi de calculer la plus courte distance de deux arêtes 
opposées. 



Réponses: i« Distance de G uuk sommets, 
2o — aux faces, 



2v/2 
a 



aux arêtes, 



2\/6 
a 



iV 



2V2 



40 pjus courte distance de deux arêtes opposées, -=• 

— Travail d'une force constante, sa définition. — Unité de travail. 

2. — Étant donnés deux cercles tangents extérieurement l'un à Fautre, 
on demande de calculer la longueur de la portion de la tangente com- 
mune à ces deux cercles, comprise entre les deux points de contact, et 
de calculer la surface engendrée par cette portion de la tangente com- 
mune lorsqu'elle tourne autour de la ligne des centres. On donne les 
rayons R et R' des deux cercles. 

Réponses : Tangente commune = >Jrw ; 
Surface engendrée : S = 4i:RR'. 

— On peut toujours réduire à deux, trois forces appliquées à un corps 
solide. 

3. — Étant donné le polynôme ax^-hbx-\-c, déterminer la quantité X 
par la condition que le polynôme ax^-hbx-hc-hV.x^-hi] soit un carré 
parfait. Démontrer que l'équation en X a ses racines réelles. 

Réponse .- \ = ■ • 

— Inégalité des jours et des nuits. On fera la discussion seulement 
pour un point de la zone tempérée. 

4. — Calculer le rayon de base et la hauteur d'un cône, sachant que 
son volunae est égal à celui d'une sphère de rayon donné a et que sa 
surface totale égale m fois la surface de la même sphère. Quelles sont 
les valeurs de m pour lesquelles le problème admet des solutions ? 

(*) Ces énoncés et les réponses qui les accompagnent sont empruntés 
au Recueil publié par la librairie Groville-Morant et Foucart ; on trouvers^ 
4ans cette publication, les solutions développées. 
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Réponses ■ Rayon x = a\/ in± . / m> — 2 , 



Hauteur y =1 2mal m -f- 4 / ï 

o — 

Condiiion 7?i ^i/'i • 



— Soit un mouvement dans lequel la vitesse, à l'instant t, est donnée 
par la formule v = at, où a désigne une constante. Déduire, de cette 
formule, la loi de l'espace dans le mouvement considéré. 

Réponse ; e = eo + ôO'^« 

^ 355 
5. — Extraire, à un centième près, la racine carrée du nombre — • 

Réponse: 1,77. 

— Aux sommets ABCD d'un rectangle, on élève des perpendiculaires 
au plan de ce rectangle, et on les prolonge jusqu'à la rencontre d'un 
plan quelconque A'B'G'D'. Prouver: l» que A'B'G'D' est un parallélo- 
gramme; 2» que AA' + DD' égale BB' -hCG'; 3» Calculer le volume du 
solide, connaissant AB = a, AG — 6, AA' = a, DD' = p. 

Réponse : \ = !— î-* 



QUESTIONS 211 ET 233 (*) 

^lolntiou par M. Youssoufl^n, à Gonstantinople. 



Étant données deux circonférences 0, 0', on mène les rayons 
OA, O'B, quise coupent en C, sous un angle constant; on demande 
le lieu géométrique décrit par le milieu de AB. 

(A. Fitz -Patrick.) 

Soit M le milieu de AB. Je joins M au milieu P de la ligne 

des centres 00', et je projette A, M et B sur 00'. Soient in, 

n les angles et 0' du triangle OGO'. 

On a m + 71 — 180° — C (1) 

Dans le trapèze rectangle ABKK', MH joint les milieux 

des deux côtés non parallèles; 

, ,,^^ BK' -h AK R' sin n + R sinm 

donc MH : ^ :rr (2) 

2 2 

(*) Par une inadvertance, déjà signalée, cette question a été proposée 
deux fois, sous les n" 211 et 233. 
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D'autre part, 

O'K' - OK R' cos n - R cos m 
HP ^ :^ ; 

3 2 

car on a KH — K'H ; de plus P est le milieu de 00'. 
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(3) • 




Le triangle rectangle MHP donnant 

"MP^ = MH^ -h PH^ 
je remplace, dans cette dernière égalité, MH ei PH par 
leurs valeurs respectives (2), (3), et j'ai 



MP' = 



2 /R' sin n + R sinm\* /R' cosn — R cosm\* 

2 / \ 2 



4- 



R* 4- R'=* — 2RR'(cosm cosn — sin7/i sinn) 



Mais, d'après (1), 
cosm cosn — sinwi sin?i — cos(m + n) ~ cos(7u — G) — — cosC, 

R2 ^ R'2 ^ 2RR' cos G 



donc 



MP 



Ainsi MP est constant; par suite, le lieu cherché est une 
circonférence de cercle dont le rayon p est donné par la formule 

p = ^ v/R* +- R'' + 2RR'cosG, (4) 

et dont le centre est au milieu de 00'. 

Gette circonférence, comme le prouve 1 expression (4), est 
toujours réelle; ce fait est évident, a priori. Le cas parti- 
culier où G = o donne une vérification du résultat trouvé. 

Enfin, la formule (4) prouve que p est la médiane d'un 
triangle dont les côtés, respectivement égaux à R et à R', sont 
inclinés de l'angle G. Gette remarque permet donc de 
construire p. 
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Solution géométrique^ par M. Léon Grabit. — Menons O'N 
égal et parallèle à BM; puis, OQ égal et parallèle h AM. Les 
droites O'N, 00 étant égales et parallèles, les points N, Q 
sont ^en ligne droite avec P. Les figures OBMN, OQAMsont 
d'ailleurs des parallélogrammes, et nous avons 

MN = O'B, MQ = AO. 

On voit donc que MP est la médiane d'un triangle NMQ, 
dans lequel Tangle NMQ = O'CO est constant. Ce triangle est 
de forme invariable ; et lé lieu de M est une circonférence de 
centre G et de rayon PM, PM étant la médiane d'un triangle 
dont deux côtés sont égaux aux rayons donnés, l'angle com- 
pris étant égal à l'angle proposé G. 

Nota. — Autres solutions par MM. Henri Martin , lycée Gondorcet ; 
Achille Ménétrier, au collège de Ghâlon- sur -Saône; J. Ghapron, à 
Bragelogne ; Auguste Boutin, professeur au collège de Gourd emanchc. 



QUESTION 213 . 

Solution y par M. E. Quintard, à Arbois. 



On considère deux cercles y et y', et, sur leurs circonférences, 
deux points A, A'. On propose de trouver, sur Vaxe radical A, 
un point M tellement situé que lés droites MA, MA' rencontrent 
les circonférences considérées, en deux points B, B' tels que 
BB' soit perpendiculaire sur A. (Bordage. ) 

Supposons le problème résolu : les perpendiculaires éle- 
vées en A, A', aux droites MA, MA.', coupent A en des points 
E, E' qui se confondent. 

En effet, on a 

MA. MB = ME.MR, MA'. MB' = ME'. MR. 

D'ailleurs M appartenant à l'axe radical, les produits 
MA. MB, MA'. MB' sont égaux : ainsi ME = ME'. 

De là on déduit la construction suivante : 

Au milieu H de AA', on élève une perpendiculaire qui ren- 
contre A en K; la circonférence décrite, de K comme centre. 
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il 



^vee KA = KA.' pour rayon, coupe A en deux points M, E, 
qui répondent, l'un et Tautre, à la question. 




Le problème est toujours possible; il comporte deux solu- 
tions. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Chapron, à Bragelonne; Ignacio 
Beyens, capitaine du génie, à Cadix; Emile Vigarié; Henri Martin, élève 
au Lycée Cfondorcet ; A. G., élève au Lycée de Grenoble. 

MM. Ghapron et A. G. donnent une solution basée sur la transforma- 
tion par rayons vecteurs réci]^roc[ues, solution intéressante, permettant 
de traiter le cas général, celui où BB' fait, avec û, un angle quelconque. 



QUESTION 214 

Solution par M. Paul Bonrg^arel , à Antibes. 



Lorsque quatre points A, B, C, D sont situés en ligne droite, 
dans r ordre indiqué, ils dé te?' minent six segments, pa7*mi lesquels 
deux (Â.G et BD) empiètent Vun sur Vautre. 

Démontrer que, si Von fait abstraction de ces deux segments, 
et si les quatre points forment une division harmonique, les 
quatre autres segments jouissent de la propriété que Vinverse 
du plus petit est égal à la somme des inverses des trois autres. 

(G. L.) 
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Affectons de signes les segments, et prenons pour sens 
positif celui de A vers D. 

Les quatre points A, B, C, D formant une division harmo- 
nique, on a les relations ; 

^1 1 

ÂG ~ÂB "^ ÂD' 

A - J_ _L 

CÂ~ CÏ3 "^ CD' 

Mais AG -h CA = G ; 

1 1 

par suite, Âc^CÂ = ^- 

Doncona: J^ + J^ + -L + i^ = o , 

ou, en remplaçant GB par — BG, 

1111 



BG Ali AD CD 

Nota. -- Solutions diverses par MM. A. Boutin, professeur au collège 
de Gourdemanche ; D. Gotoni, lycée d'Alger; Ignacio Beyens, à Gadix; J. 
Ghapron, à Bragelogne; E. Quintard à Arbois. 



QUESTION 215 

Solution par M. Étnile Yigarié. 



On considère un triangle équilatéral ABC et le cercle A inscrit 
à ce triangle. Du jmnt 0, centre de A, avec une longueur égale 
au quart du rayon de A, comme rayon, on décrit un cercle A'. 
Parallèlement à BG, CA, AB, on mène à A', dans le même sens, 
des demi-tangentes qui rencontrent A respectivement en a, p, y. 
Le triangle a^y, ainsi formé, est équilatéral. Démontrer : /° qu£ 
les côtés de ce triangle ^y, ya, ap passent par les sommets A, 
B, G du triangle proposé] 2^ qu'ils sont égaux à la moitié de 
ceux de ce triangle, (G. L.) 

On sait que, dans tout triangle équilatéral, le rayon R du 
cercle circonscrit est double du rayon r du cercle inscrit. Les 
deux triangles semblables ABC, afy ont leurs côtés proportion- 
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nels aux rayons de leurs cercles circonscrits. Donc : 

AB BG CA R 



ap Py 



ya 



r 



r 



De plus, le rayon du cercle A", inscrit à apy, est égal à - 

Par les sommets A, B, G, menons des tangentes à A" : elles 
coupent A en a^, Pj, y^ sommets, 
un triangle équilatéral «ip^Yr» 
qui se confond avec apy. En 
elTet, par a^ menons la tangente 
ai F à A' ; soient E, D les points 
de contact de Ba,, BG, avec A\ 
A. Les triangles ajFE, BED, 
ayant leurs côtés proportionnels 
sont semblables : 

angle EBD — angle EaiF. 

Donc a,F est parallèle à BG, et 
le point ttj se confond avec a. 

Par suite, les droites p^, ya, a3 passent par les sommets du 
triangle donné. 

Remarques. — On a ; 

n Ar ^ v/5 - I.) 
Êv - Gx = AS = -^ . 

• 4 

De plus, angle yBG =. angle aGA = [5AB = 6 ; 

3r 
et sin — 

a[\/S 4- ij 

Nota. — M. Quintard, à Arbois, nous a communiqué une solution trigo- 
nométrique de cette question . 




QUESTION PROPOSEE 



. 273. — Soit I le centre d'un cercle tangent aux trois 
côtés d'un triangle ABC; on applique, en ce point, trois 
forces égales dirigées respectivement suivant lA, IB, IG ; dé- 
montrer que la résultante de ces trois forces passe par le 
centre du cercle circonscrit au triangle considéré. (G, L.) 



i^tt 
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Nota'. — La question 9386 proposée par M. Neuberg dans 
le n® du !«'■ janvier dernier de VEducational Times est ainsi 
conçue : 

Si, suivant les perpendiculaires abaissées du centre du centre 
circonscrit à un triangle ABC, sur les côtés de ce triangle, on 
applique, dans un sens, ou dans Vautre, trois forces égales ; la 
résultante passera par le centre de Vun des cercles tangents au 
trois côtés. 

On montrera que la question 273, que nous proposons ici 
est, au foud, identique à celle de M. Neuberg; nous n'avons 
pas besoin de dire qu'elle nous a été inspirée par elle. 
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ERRATA 



i> l 2 3 4! 5 



1° Les questions proposées sous 
les n" 227 et 197 sont identiques. 

2» Par une erreur de mise en 
pages, la figure ci-contre n'a pas 
été placée dans le n» de décembre; 
elle doit accompagner le texte de 
la page 278, 
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CONSIDÉRATIONS SUR LES SYMÉDIANES 

Par M. Clémeat Vhiryy étudiant à la Faculté des sciences 

de rUniyersité de Gand. 



1. Terminologie. — Soit un triangle ABC; la tangente 
en A, au cercle circonscrit, rencontre BG en un point T. Nous 
avons proposé, dans notre Ti'mième livre de Géométrie (*), de 
donner à la tangente AT, au cercle circonscrit du triangle ABC, 
le nom de symédiane extérieure. Cette dénomination, tout en 
ayant l'avantage de préciser et d'abréger le discours, montre 
en outre, certaines analogies qui existent entre les symédianes 
et les bissectrices. A lexemple de ce qui se fait pour ces 
dernières, le mot symédiane désignerait toujours, sauf avis 
contraire, la symédiane intérieure. 

Voici, en adoptant celte terminologie, quelques énoncés 
de propriétés connues. 

a) Les trois symédianes se coupent en un même point K. 

b) Deu^ symMianes extérieures et une symédiane intérieure 
concourent respectivement aux points Ka, K^, Kc, qui sont, suivant 
l'expression de M. Neuberg, les associés. dt^ point K de Lemoine, 
(les algébriquement associés, comme dit encore M. de Long- 
champs). 

c) Les symédianes partant du sommet d'un triangle partagent 
harmoniquement la base dans lé rapport des carrés des côtés adja- 
cents, - 

d) Les pieds de deux symédianes extérieures^ et le pied d*une 
symédiane, sont en ligne droite. 

e) Les pieds des symédianes extérieures sont en ligne droite» 

f) Le pied de la symédiane extérieure est le pôle de la symMiane 
correspondante. 



(*) Voir Journal 1887, p. 45. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1888* 
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Corollaire. — La droite, qui joint les pieds des symédianes 
extérieures, est la polaire du point de Lemoine, par rapport au 
cercle circonscrit. 

Ces théorèmes (dont quelques-uns, faciles à reconnaître, 
conviennent à quatre points algébriquement associés^ mais 
quelconques (pourront être rapprochés de ceux qui sont rela- 
tifs aux bissectrices d'un triangle. 

Si le nom de symédiane extérieure était admis, on pourrait 
remplacer la dénomination points associés de Lemoine, due à 
M. Neuberg, par celle de points extérieurs de Lemoine (points 
de concours de deux symédianes extérieures et d'une symé- 
diane intérieure). L'expression point de Lemoine désignerait 
toujours, bien entendu, le point de concours des symédianes 
intérieures. 

2. — Dans ce qui va suivre, nous rencontrerons quelques 
formules intéressantes, peut-être nouvelles. 

Nous désignerons par 5a; SbjSc, les longueurs des symédianes 
intérieures ; par «'«» s\, s' , celle des symédianes extérieures 

Théorème l.^En prenant négativement la valeur de laplus 
petite des trois symédianes extérieures, le triangle étant scalène, 
la somme des inverses de leurs longueurs est nulle. 

Les triangles semblables TAC, TAB donnent 

6 _ AT_ TC 

c "^ TB "AT* 
Ces égalités donnent TB et TG ; et comme TB - TG = o, 

abc 



on a « o = 



c* - b 



1 



r^ I I I 

Donc V" "^ ■?" "^ "7" = ^ 

Sa S b Se 

Remarque. -- On a aussi 

a> 6* c* 
-r- + -T- + -7-= o* 

Sa ^ b » c 



Théorème II. — Le produit de deux côtés d^untriangleest 
le double du produit de la symédiane extérieure par la projection 
de la médiane sur le troisième côté. 
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En effet, si M est le milieu de BG, H le pied de la hauteur» 

6« - c« = 2aMH. 
hc 



On a donc Sa = 



2MH 



Théorème III. — Dans tout triangle^ au plus grand côté 
est opposée la plus petite symédiancy et réciproquement. 

Corollaire. — Un triangle est isocèle lorsque deux 
symédianes sont égales (*). 

Sb9 Se, étant les symédianes issues de B, G^ le théorème de 
Stewart donne directement (**) : 

20*c« a*6»c»» 



«2 _ 



s^ — 

Oc — 



a» + c* (a« + c*)» 
2a*6« a^b^c^ 



a» + 6* (a» 4- 6')* 
En supposant 6 > c, on a 

a^b^c* a^b^ù^ 2a»6* ^a^c^ 

>o ^. . \. - .. . .o >o> 



(a* + c»)* (a« + b*y a* -r 6* a» 4- c« 

Par suite, 

2a"6" a"6»c« ^ / 20*c» a^b^c^ \ 

â»T^ "" (a* + 6« j« " Va» + c* " (ô«T^/ ^ ^' 

ou sl> 4' 

On observera encore que si 6 = c, OQ.a, en même temps, 

Sff =^ 8c» 

Les réciproques sont évidentes. 

3. — Soient B', G', S' les points de rencontre d'une sécante 
quelconque avec les côtés AB, AG et la symédiane AS; P et y 



(•) Voir MathesiSy t. V, p. 34, 



(•*) Soit AS la symédiane. En vertu du théorème de Stewart, oni 

(c3 + 63).BS 
AS^ = ^ ' BS.CS ; 

Mais on sait [ou l'on trouve sans peine) qae 

^S = TTT-Ti' ^S= Tn~i\ donc, etc.. 
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é^nt les perpendiculaires baissées dé S'sur betc, onpeut écrire 

FS' _ AB'.Y _ AF.AB 
^ ' C'S' ~ AG'.p ~ AC'.AG * 
' Cette relation estimportanteet con- 
duit à plusieurs conséquences, 
l" Si WC se confond avec BG, on a 
BS ÂP 

GS - ÂG»* 
2° Si B'C est antiparàllële à BG, on a 

AB.AB' = AG.AG'; 
et par suite, B'S' = G'S', 

3f Si la sécante passe par B, on a 

BS' c'C* 
G'S' ~ 6.AC' * 
4° Si BG' est la symédiane issue dé B, alors 

S' devient le point K, de Lemoine ; et 

BK __ c» _ g' + c' 

KG' " ^ 6c« ~ 6« ' 
bx 



D'après cela, 

AK 6» + c* AK 6« + c« 



KS a« AS a* + b^^c^ 

ÂK 6* + c' 
Remarque. — L'égalité ^^ — ^— , prouve que Ton a 

AK = KS, AK > KS, AK < KS, suivant que Tangle A est 
droit, aigu ou obtus. 
5® Si BG' est la bissectrice de l'angle B, on a 

BS^ _ c* _ c(b -f- c) 
G'S'-^ bc " ~T* 
b-h c 
En outre, si B — 2G, BG' est antiparallèle à BG, et 

6> = c{b + c). (*) 



(*) Voir Mailles s, anuée 1885, p. i)3. 
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4. — Ou a 

MS = BM - BS= g - -g^'= t/ " '?• 

2 «è» -h C" 2(6* + c*) 

Si H désigne le pied de la hauteur, il vient 

MS _ o* 

Remarque. — De cette formule, il résulte que MS = MH, 
MS < MH, MS > MH, suivant que* A est droit, aigu ou obtus. 

5, — Les angles B'AS', MAC étant égaux, on a, a; et ft dési- 
gnant les hauteurs des triangles AB'C, ABC : 

AB'.AS' B'S'.ac 



d'oli 

Or 

donc 

Mais (1) 
Donc 

(3) 
ou 



AC.AM ~ MCA 
KS' _ 2B'S'.AC.a! 
AM ~ BC.AB'.A 

x_ AB\ACr.BG 

h ~ AB.AC.B'C' 
AS'_ zB'S'.AC 

AM ~ B'C.AB ' 
B'S' AB.AB' 



B'C AB.AB' + AG.AG' 
AS' 3AB'.AC' 



AM AB.AB' + AG.AC 



-kf » 



AB AG _ 2AM 
^ ^ AC "^ AB' "^ AS' * ^ ^ 

Cas PARTICULIER. — Si B'C coïncide avecBC, on a la formule 
connue 

AS _ 26c 
ÂM " b* -hc*' 

(**) Si M' est un point de la médiane, on trouve, 
de mdme, 

AB AG 2AM 

(4). 



AB' AC AM' 
En particulier si M' se confond avec M| on a °i 

AB AC B 

AB' '^ AC ~ ' 
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AK 6' + c* 

Remarque. — De -^ô- = -: 72 r, nous concluons 

AS a* + 6« 4- c* 

AK % 2bc 
AM " a« + 6« -h c* ' 

6. — Nous venons de trouver 

AS' 2B'S'.AC' 



De même. 
Donc 

(S) 



AM ~ B'C.AB 

AS' _ 2C'S'.AB' 

AM ~ BCAC 



AS'" _ 4AB'.A(7.B'S'.C'y 
^ ~ AB.AC.FC^* 



Remarque. — Si S' est le point K de Lemoine, on a 

AB'.AC'.B'K.C'K é'c» 

(6) 



B'C* (a« + 6» + c«)« 

7. — Si T' est le point oîi B'C rencontre la symédiane exté- 
rieure AT, on a une formule analogue à la formule (4) : 

^^ AC AB' AT' 

comme on le démontrera facilement. 



SUR L4 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. Cl. de lionn^ehamiM. 

(seconde partie) 

(Suite, 1887, yoir p. 265.) 



CHAPITRE VI 

LES PRORLÈMES DE LA DROITE INAfîGESSIRLE 

Avant d'aborder, comme nous le ferons dans le chapitre 
suivant, la détermination de la longueur d'un segment con- 
stitué par deux points inaccessibles, nous devons examiner 
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au préalable, certaines questions dont la solution intéresse les 
difi'érents problèmes de la droite inaccessible et, notamment, 
celle qui peut se poser ainsi: Tnenei\ par un point donné G, 
une parallèle à ufie droite tnaccessMe, ÂB. 

Servois et Mascheroni ont compris toute Timportance de 
ce problème pour lequel ils ont proposé plusieurs solutions ; 
nous indiquerons d'ailleurs tout à Theure une de ces solutions, 
présentant un caractère particulier de simplicité; elle es 
basée §ur le principe des antiparallèles. 

60. — Il est sous-entendu que le prolongement de AB ne 
pénètre pas dans la partie accessible; autrement, on pourrait 
jalonner ce prolongement et Ton serait ramené à tracer une 
parallèle à une droite accessible. 

Nous signalons aussi, sans nous y arrôter, la solution 
souvent présentée, qui consiste à porter, sur les jalonne- 
ments CA et CB, dans la partie accessible, des longueurs CA' 
OB', proportionnelles aux distances GA, GB. Gette solution, 
très simple au point de vue théorique, présente, quand on 
envisage son côté pratique, le grave inconvénient d'exiger la 
connaissance des longueurs GA, GB. En la comparant à cel- 
les que nous allons successivement exposer, on reconnaîtra 
qu'elle offre vraiment une complication relative. 

61. La solution par les figures homothétiques. 

— Une des solutions qui se pré- ^b 

sentent le plus naturellement à ^-^'^ / \ 

l'esprit est celle qui prend pour 
base le principe des figures homo- 
thétiques. Nous l'exposerons avant 
plusieurs autres, plus pratiques, 
parce qu'elle est très facile à 
retenir. 

Prenons, arbitrairement d'ail- 
leurs, deux points G, D, dans la 
partie accessible ; puis, jalonnons ^ *^' *^^' 

les lignes de visée CA, GB, DA, DB dans la région où la 
chose est possible. Si, par un point quelconque M, de CD, nous 
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menons les alignements MP, MQ respectivement parallèles à 
Dkf DB; nous obtenons ainsi deux points P, Q, sur les droites 
CA, CB. 

Il résulte, de cette construction, que les quadrilatères GMPQ 
GOAB sont homothétiques ; PQ est donc parallèle à AB. 

La construction précédente donne aussi la longueur du 
segment inaccessible AB. On a, en effet, 

AB = PQ — . 
^ CM 

Mais nous ne signalons ce résultat que très incidemment; 
parce que nous traiterons, avec détails, dans le chapitre sui- 
vant, le problème de la distance de deux points inaccessibles. 



62. Les solutions par Téquerre ordinaire. — l^Si 
la distance AB est peu considérable, et si les points A,B 

ne sont pas trop éloignés de 
la partie accessible V, on peut 
opérer de la manière suivante. 
Sur une droite HK, jalonnée 
sur le terrain V, on détermine 
les points H,K, projections de 
A, B, sur cette droite; puis, on 
jalonne les prolongements HB', 
HA' des droites AH, BK. Gela 
fait, on prend le milieu de HK 
et Ton jalonne encore les pro- 
longements des droites AO,BO; 
enfin, on achève le tracé, 
^*^' ^'^* comme l'indique la figure. 

Cette construction permet aussi, comme on le voit, de déter- 
miner la longueur de AB, car Ton a A'B' = AB. Elle est peut- 
être un peu plus simple que celle qui prend pour base la 
considération des points symétriques de A et de B par rapport 
à une droite A jalonnée sur le terrain accessible. Voici d'ailleurs 
cette construction. 

2® On détermine, comme nous venons de l'expliquer, les 
droites HA', KB' qui représentent les prolongements, dans la 




/»A 



'^mmmmm/m/m/im 




XA 



;- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 33 

partie accessible de HA, et deKB {fig.211). Ayant pris, arbitrai- 
rement, un point sur A, on 
relève, avec la fausse équerre, 
successivement les angles AOH, 
BOK; et Ton reporte ces angles, 
de l'autre côté de A, en HOA' 
et KOB'. Si Ton veut avoir, sim- 
plement, la distance AB, on 
relèvera la longueur A'B'; is 
Ton veut, en outre, avoir la pa- 
rallèle à la direction AB, il P*9' «'^• 
faudra prendre le point B' symétrique de B, par rapport à 
AA'; alors A'B' .est parallèle à AB. 

3^ Supposons que les points A,B soient très éloignés, mais 
admettons qu'il existe, dans la partie accessible, une droite A 
sur laquelle A et B se proj ettent, 
en H et en K. 

Soit C le milieu de HK; 
jalonnons Cz perpendiculaire- 
ment à HE, et aussi les pro- 
longements GA', CB' des direc- 
tions GA, GB. Prenons mainte- 
nant, sur Gz, un certain point 
0, et traçons les alignements 
OP, OQ parallèles, respective- à 
ment à G A', GB'. La droite PQ 
sera partagée en deux parties 
égales par Gz ; le segment AB 
jouit de cette même propriété, 
relativement au prolongement 
Gz' de Gz ; finalement PQ est 
paralèle à AB. ^•^- ^^^• 

D'ailleurs, si Ton possède, dans la partie accessible, un 
alignement parallèle à AB, le problème peut être considéré 
comme résolu. 

63- La solution par Torthocentre. — Aux solutions 
parl'équerre, exposées ci-dessus, se rattache une solution 
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très naturelle ; nous voulons parler de celle qui prend pour base 

la considération de Tor- 
^.-'/* thocentre. 

On détermine la pro- 
jection B' de B, sur OA- 
puis la projection 'A de 
A, sur OB. On obtient 
ainsi un point H qui est 
Torthocentre de AOB; 
par suite OHX, est la 
direction perpendicu- 
laire à AB. En élevant 
OX', perpendiculaire à 
OX, cette droite OX', est 
la parallèle cherchée. 




Fig. 2^3. 



On peut calculer, bien simplement, la distance du point 
à la droite AB, en observant que la ponctuelle 0, I, H, M est 
harmonique ; on a donc 

I _ 2 I 

ÔM "" ÔH ~ Ôï' 
On peut aussi déduire, de cette construction, la longueur 
de AB, en observant que les triangles OA'B', OAB étant sem- 
blables, on a 

*B = ^B' M'- 

Dans cette formule, OM' désigne la distance de à A'B'. 

Mais, la solution que nous venons d'exposer offre un incon- 
vénient grave; elle exige, en effet, que Torthocentre du 
triangle OAB soit situé sur le terrain accessible. 

Cette condition est réalisée quand l'angle AOB diffère peu 
d'un angle droit; dans d'autres cas, il peut arriver que H 
appartienne, au contraire, à la région inaccessible. Bref, sui- 
vant un terme que nous expliquons plus loin, cette solution, 
au point de vue pratique, n'est pas générale. Elle se trouve 
notamment en défaut lorsqu'on suppose les points A, B très 
éloignés et l'angle AOB 1res aigu. 

Voici une construction, conséquence naturelle d'une idée 
générale, et qui convient à tous les cas. Nous indiquerons, 
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à ce propos, quelle est cette idée, que nous appliquerons d'ail- 
leurs, dans d'autres occasions. 

64. La méthode d'inversion. — Imaginons une figure 
F formée de points A, B, G. . . (ou de lignes) situés dans une 
région inaccessible. Dans la partie accessible, choisissons un 
point 0, qui sera le pôle de la transformation que nous allons 
effectuer. De 0, visons le point A ; puis, élevons à cette direc- 
tion une perpendiculaire sur laquelle nous prenons un point M, 
tel que OM = h; h désigne une longueur arbitraire, mais qui 
sera la même pour tous les points de F; une simple ficelle, plus 
ou moins longue, suivant les cas, tendue à partir de 0, dans la 
direction OM,déterminera nettement ce point M. Avec l'équerre, 
placée en M, on vise A, et Ton obtient, dans la direction per- 
pendiculaire, une ligne de visée MA'; on jalonne celle-ci; un 
point A' se trouve ainsi déterminé, sur le prolongement de 
AO. D'après cette construction, on a 

OA.OA' = h\ 
En la répétant, pour les différents points B, G, . . ., de la 
figure F, on obtiendra finalement, dans la région accessible, 

j^ une figure /*, inverse de F, et cette 

figure /*, sera aussi restreinte que l'on 
voudra, sil'on choisit A suffisamment 
petit. Des propriétés et des dimen- 
sions de /*, on peut déduire les pro- 
W/mmff/mmmmmm// priétés correspondantes et, aussi, 

les dimensions de la figure F qu'on 
ne peut aborder. 

D'une façon générale, on voit 
comment, en utilisant l'idée qui 
sert de base aux méthodes de transformation des figures, et 
en l'appliquant à une figure inaccessible F, on pourra déduire 
certaines propriétés de cette figure, de l'étude de la figure 
transformée /*; pourvu que celle-ci soit placée sur le terrain 
accessible. 
Revenons au problème particulier que nous avons en vue. 
Au point 0, élevons, aux droites OA, jOBdes perpendiculaires 
sur lesquelles nous portons deux longueurs OA', OB', arbi- 
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traitement choisies, mais égales. Des points A', B' ainsi 

Tf obtenus, déterminons les lignes de 
^ visée A'A, B'B, puis les lignes de 
visée, perpendiculaires à celles-ci. 
Les égalités 

OA.OA"=ÔÂ'*, 
OB.OB' = OB'*, 
OA' =-- OB', 
prouvent que 

OA.OA'=:OB.OB'. 
La droite A'B" est donc Tantipa- 
rallèle de AB, dans Tangle AOB. 
Pour achever le problème, il ne 
reste plus qu'à mener B^p perpen- 
diculaire sur OA', et A"a perpendi- 
culaire sur OB'. Le quadrilatère 
A^'B^ap étant inscriptible, on a 

0A^0.3 = 0B'.0a; 
0A_ Op 
ÔB" Oa* 
Ainsi ap est parallèle à AB. (A suivre.) 




Fig. %I5, 

et par suite 



EXERCICES DIVERS (Suite.) (*) 

Par M. Boatin. professeur au collège de Courdemanche. 



59. — Si Ton a:a + 6 + c = o,et qu'o o pose Sa** = a" 4- fe" -f- c", 

on a aussi : 

Sa» /SaS» Sa» Sa» 



=m 



4- 



8 

Sa» = \ (Sa*)3 Sa' -h - (Sa»)», 
Sai<> 



7- = ("7 - ir) 

Voir /. M. E. (1887, p. 180). 



(•) Voyez : Journal, 1887, p. 204. 
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On peut établir d^abord la formule de récurrence : 
(A) Sa»+3 = lsa« Sa'+i -4- isa'Sa». 

Pour cela, considérons Téquation 

{X — a){x — b){x — c) = ; 
en posant [x — a){x — 6)(x — c) s a;" -+- pa? + ?, 

on a 

( o' 4- pa + ç = o, 
(1) I 63 4-p6+g = o, 

/ c3 4- pc + ç = o, 

et, par suite, — 3<7 = Sa\ 

Multiplions les équations (l) respectivement para», 6», c», puis, ajou- 
tons et observons que 

p =: û6 -h oc + &c = -(a + 6 -f- c)« •- isa* =— -Sa*, 

2 2 2 

nous obtenons la formule (A). 

60. — Si ron suppose a + 6 + c-f-d = o, en posant 

a" -+• 6** + c** + rf** = Sa", on a : 

Sa» Sa» Sa» 
10 — = . , 

5 2 3^ 

Sa» Sa* 



/Sa'\» /Sa»\« Sa 
2. sa. = 3(_) - (_) -. 6- 

et, d'une manière générale, 



4 ' 



3« 



Sa"+* --Sa»So«+2- lsa«Sa**+*+ U^^^ - Sa*^Sa'» = o. 

2 3 4\ 2 / 

Pour démontrer la formule précédente, on part de Téquation 
(I) X* -h px^ -\-' qx -h r = 0, 

et en posant [x — a](x — 6) (a; — c){x — d) s œ* 4- px^ -h ^a? + r. 
on trouve facilement: 

_ _ Sa» _ _ Sa3 
P— T" ^ ~ "3"' 
Ckîla posé, dans (1), on remplace x successivement par a, b, c, d; 
On ajoute, et l'on obtient r ; le calcul s'achève, comme dans Texcrcice 
précédente 

61, — Vérifier les identités suivantes : 

1« [(a^aj - b^b^)a^ - (a^è, + aaôi)^^]^ 

+ [{a^Qi - b^b^)bs + (ai6j + a^ôja,]» 
= (a? + 6?)(ai + 6i)(ai + ôf), 

2« [(a^aa - 6i6,)(a8a4 - b^ - («162 + (^ibi){aibi + aA)l' 
-»- [(^16, + a,6i)(aja4 - 6364) 4- (a^a, - b^b^){a3b^ + aA)]» 
=:(aî + 6^)(û|+«^)(ai + 6i)(af4-61). 
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3<> (x - ay{c - 6) + (x - bY{a - c) + (a? - c)»(6 - a) 
+ 3a?^a— 6)(a— c)(6— c)-f-a«(c— 6)-l-6»(a— c)-HC«(6— a)s:o. 

i*» (oî — ay(c — b) -h {x — 6)*(a — c) + (a; — c)%b — a) 
+6a;"(a— 6)(a— c^(6— cj+4aî[a»(c — 6)+6»(a— c)+c»(6— a)] 
=: a*(c — 6) -h 6*(a — c) + c*(6 — a). 



(6— a)(c— a) (a— 6)(c — 6) (a— c)(6 — c) 
__ o'C^p -I- a) bH3p -+■ b) c»(3p -h c) 
(b—ayc—a) {a-'b{c — b) (a'-c){b—c) 

(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



SUR L'EGALITE ET L'ADDITION DES DURÉES 

Par M. Maurice Fouché, 

Agrégé de rUniversité, Professeur à Sainte-Barbe. 



Contrairement à ce qui se fait pour les autres grandeurs, 
on ne définit pas, en Mécanique, Tégalité et Faddition des 
durées. Plusieurs auteurs paraissent même croire que ces dé- 
finitions sont impossibles à donner. (V. Galinon, Élude criti- 
que sur la Mécanique, Nancy, 1885 et Bulletin des sciences mathé- 
matiqu^es, T. X (année 1886), p. 294.) On a déjà remarqué, 
depuis longtemps, qu'en Cinématique pure, Tabsence de ces 
définitions ne peut présenter aucun inconvénient, parce 
que le temps n'y joue que le rôle d'une variable indépen- 
dante, qu'il est toujours possible de remplacer par une fonc- 
tion quelconque de cette même variable. Il en est tout autre- 
ment dans la Mécanique proprement dite, ou la notion des 
temps égaux apparaît avec un caractère objectif et expéri- 
mental, et se rattache, à la notion de la force, par l'intermé- 
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diaire du principe de Tinertie. Il m'a semblé qu'en modifiant 
quelque peu Ténoncé de ce dernier principe, on pourrait ar- 
river à définir, d'une manière précise, deux temps égaux et 
une somme de deux durées, et combler ainsi une lacune 
regrettable dans l'enseignement de la Mécanique. Voici 
comment je comprends la suite des idées. 

Cinématique. — On choisit un point quelconque M de 
la figure mobile. Le temps est une fonction arbitraire du 
chemin parcouru par le point M. Les théorèmes de la Ciné- 
matique sont indépendants du choix de cette fonction. 

Dynamique. — Principe de V inertie : 
1® Un point matériel qui n'est soumis à l'action d'aucune 
force est en repos ou en mouvement rectiligne. 

2** Si deux points matériels ne sont soumis à l'action d'au- 
cune force, les chemins qu'ils parcourent respectivement sur 
leurs trajectoires rectilignes, pendant une même durée, sont 
proportionnels. 

Soient par exemple A et A', les positions de deux mobiles 
à un instant quelconque, B et B' leurs positions à un autre 

AA' 

instant ; le rapport -^^ est constant, quels que soient les 

instants considérés. 
Ce principe de proportionnalité s'étend immédiatement à 

un nombre quelconque de mobiles sur lesquels n'agit aucune 
force. 

Mesure du temps. — On mesure les durées par des nom- 
bres proportionnels aux chemins que parcourt, pendant chacune 
d'elles, un point matériel sur lequel n'agit aucune force. La 
mesure du temps est ainsi ramenée, au moins théoriquement, 
à la mesure des segments de droite, et les difiicultés signa- 
lées plus haut disparaissent. Le choix du mobile et du coeffi- 
cient constant de proportionnalité détermine l'unité de temps. 

On remarquera que la convention précédente revient à 
considérer l'univers comme une figure mobile; à choisir, pour 
définir le temps, un point vers lequel n'agit aucune force; et 



^ ;,r^i»dr*. yj^r la fjZi^d'jZi arLitraire q^ d:il constituer la 

«c*5b'i« du teix-ps, la simple foL.ctî>ii: 

Ce^J^ <>'jiiTefitl:on précise la notion purement cinématiqiie 
'i'i t^:,^^ mais elle n'e»t pas en coi^tiaiiction avec elle. 



ÉiyjLE NORMALE SPÉCL\LE DE CLUNY 

'CONCOURS DE 188T; 



Sectioii des Sciences. 

Arithmétique et Algèbre. 

— Une pensonne s'engage à rerser. à one compagnie d'assoranccs, 
n sututHUa» égaies à a, & la condition que la compagnie lui servira, pen- 
dant les ïn années suivantes, une rente annuelle égale à 6 ; le premier 
de i^iH derniers paiements devant être effectué on an après le versement 
de la dcnilère annuité a. ~ Les intérêts sont composés, et le taux est 
de r pour nn franc, par an. 

On demande : 

a 
i* De calculer le rapport - ; 

2* De déterminer la valeur <iue doit avoir le nombre n, pour que le 

rapport - ait une valeur donnéep; 

'i" D*appUquer la formule trouvée au cas où Ton aurait : 

0? = 0,025, p=-. 

— On donne Téquation du second degré : 

ax^ -h bx + c = 0, 
et Ton demande de calculer les coefficients a, 6 et c de telle façon que : 

10 La somme des carrés des racines soit égale à un nombre donné m^ ; 

2* IjA somme du rapport de ces racines et du rapport inverse soit égale 
& un uombro donné k. 

Que doit ôtro le nombre k pour que le problème soit possible, et, 
lorsquUl est possible, combien a-t-il de solutions ? 

ICxamlner si la condition trouvée est suffisante pour que les racines 
du i't'quatioa soient réelles. 

Appliquer à Texomple suivant : 

m = 14, k= 14. 

(On résoudra los équations obtenues, et on en calculera les racines à 

0,0001 près). 

(3 aoûty de 7 h. à U h.) 
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Géométrie. 

— On représente par a, b, c les trois côtés BG, GA, AB d'un triangle 
ABG ; on donne le côté a ; et l'on sait : 1" que 6 = 2c ; 2* qae la longueur 

1 
de la bissectrice de l'angle A du triangle est le - de celle de la bissée- 

trice de Tangle extérieur à Tangle A (ces bissectrices étant, comme 
d'babitude, limitées, d'une part, au sommet A, et de Tautre, à leurs 
intersections avec le côtéBG indétiniment prolongé). 

1« Goostiuire ce triangle; 

2 Galculer, en fonction de a, les côtés 6 et c, ainsi que la surface S du 
triangle ainsi défini. 

Application numérique : a = 5 décimètres. 

— Une pyramide régulière a pour base un hexagone de côté donné a: 
son arête latérale est 2a. 

Exprimer, en fonction de a : 

!• La surface totale T et le volume V de cette pyramide; 

2" Le rayon R de la spbère circonscrite ; 

3* Le rayon r de la sphère inscrite ; 

4° Le rayon R' de la sphère tangente aux douze arêtes de cette pyra- 
mide. 
Application numérique : a = 2 mètres. 
Donner les résultats à 0,001 près. 

{5 août, de ^ h, à 5 h,) 
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QUESTION 209 

Solution par M. D. Gotoni, au Lycée d'Alger. 



On considère deux droites parallèles A, A' e( un point fixe 0. 
Par 0, on trace une droite qui rencontre tien k et ^' en A'. On 
élève alors j au point A', une perpendiculaire à A A'; et ton prends 
sur cette perpendiculaire , Al = OA. 

Démontrer que le lieu du point I est un système de deux droites, 
qu^nd on fait tourner OAA' autour du point 0. 

On suppose, bien entendu, que la longueur OA est portée^ sur 
la perpendiculaire dont il est question ci-dessus, dans les deux 



sens. 



(G. L.) 



/A 

/ / 
/ / 
/ / 
/ / 
/ / 

A / J 


\ 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

\ 

B \. 


/ / 
/ / 
/ / 

Si' *' / 


\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
s 

\ 
\ 

V 


L *^^^N^ ^'-^^ 





Abaissons, de 0, la perpendiculaire OBB' sur les parallèles 
proposées; nous avons 

OA _ Al _ PB 
ÔÂ^ ■" ÔÂ^ ~ OB' ' 
On est ramené, par cette remarque, à un théorème connu ; 
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le lieu de I est un système .de deux droites 8, 8' construites 
comme nous allons Tindiquer. 

Prenons B'K = B'K' r^ OB; les droites MK, MK' perpen- 
diculaires aux directions OK, OK' sont les droites cher- 
chées 8, Z\ 

On peut le reconnaître bien facilement ; nous laissons au 
lecteur le soin d'achever cette démonstration. 

On observera que le théorème proposé subsiste si l'on 
prend A'I = i.OA, k désignant une constante quelconque. 

Nota. — Solutions diverses par MM. J. Chapron à Bragelogne; Troille, 
lycée de Grenoble; Pangaut à l'instilulion Sainte-Marie, à Besançon; 
J. Moulet, professeur au collège de Manosque; Léon Crabit, lycée da 
Havre; Henri Martin, lycée Gondorcet; Ignacio Beyens, capitaine dn 
Génie, à Cadix; E. Quintard, & Arbois; Auguste Boutin, professeur au 
collège de Gourdemanche et X. 



QUESTION 216 

Solation par M. Henri Martin. 



Un triangle ABC étant inscrit à un cercle; soient EDF le dia- 
mètre perpendiculaire ûu côté AB et G la projection de G sur EF. 
Cela posé : la demi-somme des côtés AG, BG est moyenne propor- 
tionnelle entre les segments DF, GE; leur demi-différence est 
moyenne proportionnelle entre les segments DE, FG. (Catalan.) 

Traçons la hauteur GK et la droite GE qui rencontre AB 
en I. L'angle EGF étant droit, on a 
CK' = ÛK'=FG.GE. 

Or, a* = 6« 4- c» - 2cAK, 
6« + c* - a« 



ou 



AK = 
et, par suite, 



2C 



K«- = (l- 



akV 



(a* — b*)* 
= ^ JLL = FG.GE. 

Les triangles DEI, GEG, semblables, donnent 
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DE _ m 

ËG~" GG' 
par conséquent, 

FG.DE = FG.GE ^ = GG.DI. 

GE 

Mais 

^T ^ AT ^ ^ ac — bc cla — b) 
•1)1 = - — Al = = = -^ • 

2 2 a + 6 2(a^-6) 2(a + 6) 

Donc 

(1) FG.DE ^ gl:::^ . t - fi = ('^ - ^>V 

2C 2(a -h 6) 4 

On a aussi DE.DF == -; 

4 
et, par suite, 

(FG.DE) X (DF.GE) = (?^^ = (i-±^.(^^^'. 

i6 4.4 

D'ailleurs FG.DE = ^° ~ ^^' ; 

4 
donc 

(2) DF.GE=^^-i-^. 

4 
Les égalités (1) et (2) établissent la propriété ea question. 

Nota. — Solutions analogues ou trigonométriques, par MM. Ignacio 
Beyens, capitaine du génie, à Cadix; TroiUe, élève au lycée de Gre- 
noble; Alexandre Couvert, élève au lycée Condorcet. 



QUESTION 217 

Holntion par M. Ignacio Beyens, capitaine du génie , à Cadix. 



Si Von a a4-b + c = o, 

les quantités: 

.. (a«b + b'c 4- c*a, 

I a'c + b'a 4- c'b 
sont égales, et chacune d'elles, changée de signe, représente un 
carré parfait. G. L. 
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De a -h b -^ c = , 

on tire a*6 -h b^c -i-c^à^-- (6« -+- 36»c + 36c* + c*)6 4- 6»c 
-H c'[— (6-4-c)]= — (b* 4- 26»C -H 36"c* 4- 26c« 

+ C*) ;^ - (6« + 6c H- C^)*. 

De même, 
a*c + 6*a -h c'6 = — (6 + cYc H- 6*[— (6 -h c)] -h c«6 

= — (c* -h 26c* + 26'c» + 26*c 4- 6*) 
= - (c*- + 6c -+- 6«)«. 
La proposition se trouve donc établie. 

Nota. ^ Solutions analogues par MM. J. Ghapron, à Bragelogne; 
A. Boulin, professeur au collège de Gourdemanche (Sarthe); E. Quiotard, 
à- Arbois ; Alexandre Gouvert, élève au lycée Gondorcet ; Tabbé Golio, 
professeur au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique) ; Henri Martin, élève 
au lycée Gondorcet ; A. Treille, élève au lycée de Grenoble; LéonGrabit, 
élève au lycée du Havre ; P. Bourgarel, à Antibcs; J. Moulet^ professeur 
au collège de Manosque; Emile Vigarié; G. Russe, à Gatanzaro et X... 
Dans quelques-unes de ces solutions, on a observé que la valeur com- 
mune des expressions (1) peut se mettre sous Tune ou Tautre des formes 
symétriques suivantes . 

— [ab -f- ac + hc,*, 
— (o* 4- 6* 4- c> -4- aft + oc 4- 6c)*, 
/a» -îf- 6> H- c»\« 

V — ^ — )• 



QUESTION 218 

ifolaiion par M. René-Henri Martin, élève au lycée Gondorcet 

(classe de M. Brissc). 



B B' désignant les aires des bases parallèles d'un tronc de 
pyramide quelconque, la section B\ parallèle et équidistante de 
ces bases, est la moyenne arithmétique de leurs moyennes arith- 
métique et géométrique, (Glorget.) 

En égalant les deux expressions connues (*) du volume 
du tronc de pyramide, on a 



(*) Voyez, à ce propos, la Note de M. Gasimir Rey, relative à Xomni- 
/brmfife (/ournal; 1886, p.. 60). 
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|(B + B' 4- v/BF) = I (B 4- B' + 4B0, 

ety après simplifications, 

B + B' 



2 



+ v^BB' 



2 

Nota. — Solutions analogues par MM. F. Russo, à Gatanzaro. E. Quin- 
tard, à Arbois; J. Ghapron, à Bragelogne; J. Moulet, professeur au col- 
lège de Manosque. 

M. Ignacio Beyens donne, outre la démonstration basée sur Vomnifor- 
mulef une démonstration directe. 

M. Tabbé Gelin et Â. Boutin établissent directement Tégalité proposée. 
Voici la démonstration en question , qui est très simple. 

En désignant par Oy a', a' des côtés homologues des polygones sem- 
blables B, B', B', on a : 

b_b^_b;_ 

a a' a' 



ou 



Or a' = 



Donc ^b7^ >/B + n/B- . 

-+->/bb 



2 

B-4-B' 

d'où B'=£±51±ii^=:IZI 

4 



QUESTION 219 

Violation par M» Henri Martin, élève au lycée Gondorcet. 



Soient H P orthocentre et Ho le point réciproque^ dans le triangle 
ABC; si Vcn pose 

HAH, = a, HBHo = p, HCHo = -f, 
l'on a 

tg a-+- tg p + tg Y = G, (Boutin.) 
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Soit D le pied de la hauteur, prenons BE = DG; et soit M 

le milieu de BG. Le triangle AED 

donne 

ED = ADtga, 

2MD 

ou tg a = 




Or 



AD 



On a donc 



tga = 



AB^ - AG^ = AD* - CD\ 
ç relation qui peut s'écrire 



2a.MD = c"- 6». 



On aurait, de même : 



a. AD 



2S 



tgY = 



25 
28 



En additionnant, on trouve 

tga + tgp + tgY = G. 

Remarques. — 1^ Les formules précédentes donnent aussi 

a* tg a -H 6* tg p -H c* tg Y = G. 
2® On peut encore observer que si »»«, Wb, Wc représentent 
les longueurs des médianes, on a la relation 

wi^tga -4- mligp -h m?tgY = ©• 



En effet 



a' 



2m; H = 6* + c' > 



on a: 



2mt 



= c*-ha*, 



Par suite, 
2(wîtga 



2mfc H = a* -h 6«. 

2 



3. 



Wb tg p 4- mj tg y) + -(a« tg a 4- 6* tg p 4- c* tg y) 



= (a» -h 6* + c«)(tga + tgp + tg y); 
puis, la relation indiquée* 

Nota. — Autres solutions par MM. Ignacio Beyens, capitaine du Génie 
à Cadix, et l'abbé E. Gelin, professeur au collège Saint-Quirin, k Huy 
(Belgi(iue). 
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QUESTIONS PROPOSEES 



274. — On donne deux droites rectangulaires Oa?, Oy 
et un point P; soit A une droite quelconque, passant par P, 
et rencontrant: Ox, en A; Oy, en B. 

On élève, en P, une perpendiculaire A' à A ; A' rencontre : 
OXf en A'; Oj^, en L'. On abaisse de ces points A',B' des perpen- 
diculaires sur OP et ces droites coupent A aux points A", B", 
Démontrer que A"B" = AB. {Mannheim.) 

m 

275. — Rendre calculable, par logarithmes, la quantité 
sin (a; -h j/ 4- z) sin- {x -^ 2y -h z) — sin x sin (x -h y) 

— sin z sin {y -f- z). (E. Catalan.) 



ERRATUM 



L'énoncé de la question 273 (ligne 3) doit être rectifié ainsi 

Au lieu de forces égales^ lisez forces proportionnelles, respectivement, a 



. A . B . G 

sin — » sin — . sin — 

2 2 2 




aux points de contact du cercle tang:ent aux côtés du trianjçle ABC, 

Nous publierons d'ailleurs prochainement une note de M. Neuberg, 
traitant ou rôle que l'on peut faire jouer à la mécanique dans les recher- 
ches géométriques; d'élégantes solutions de la questiou 273, et des 
questions 240 et 241, se trouvent comprises dans ce travail. G. L. 



Le Dipecteur^Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIUKRIE CbMTttALK ObS CHKMINS OB FER. — IMPRIMBRIB CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 1516-2-8. 
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GÉOMÉTRIE ET MÉCANIQUE 

Par M. IVeaberg:, professeur à l'Université de Liège. 



La question 273 (/. M. £., 1888, p. 23) peut être rectifiée 
ainsi : 

Soit I le centre d'un cercle touchant les trois côtés d'un triangle 
ABC aux points A', B', G'. On appliqua, en ce point, trois forces 
égales, dirigées^ respectivement, suivant lA', IB', IC. Démontrer 
que la résultante de ces trois forces passe par le centre du cercle 
circonscrit au triangle considéré. 

Los premières notions sur la composition et la décomposi- 
tion des forces conduisent souvent, de la manière la plus sim- 
ple, à des propositions fort curieuses de géométrie. Voici 
quelques applications de ce genre. Sans être absolument nou- 
velles, elles montrent bien Texcellent parti que la géométrie 
élémentaire peut tirer de la mécanique. Dans les développe- 
ments qui suivent, je rencontrerai la question 273, et les 
questions 240, 241, que j'ai proposées dans le /. M. E., 1887, 
p. 23. 

1. — Soient: ABC un triangle quelconque, AiB^Gi le triangle 
complémentaire (A^ est le milieu de BG. . .), M un point quel- 
conque du point ABG. Pour trouver la résultante de trois 
forces représentées par les droites MA, MB, MG, prolongeons 
MAi d^B A^Mfl = MAi ; MMa est la résultante des forces MB, 
MG. SiN est le milieu de AMa, et M' le symétrique de M, par 
rapport à N, la résultante cherchée est représentée par MM'. 

Or, les droites AA^, MN se coupent an centre do gravité G 
du triangle AMMa. Donc AG = 2GA1, et G est aussi le centre 

de gravité de ABG. De plusMG = ^ MN =- ^ MM'. Donc la 

3 

résultante de MA, MB, MG est dirigée suivant la droite MG 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1888. 3 
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qui passe au centre de gravité du triangle ABC; de plus, elle 
est égale à 3MG. 

£n procédant dans un autre ordre, on voit que AMa, BM5, 
GMc se coupent en leur milieu commun N(*), et que N est le 
complémentaire de M. De même, M' est Tanti- complémentaire 
de M (question 240, J. M. E.) (**). 

Si Ton pose MA = a, MB — g, MG = y, MM' = p, et qu'on 
projette les forces sur deux axes rectangulaires Mx, My, on 
trouve aisément 

p cos M'Ma: = a cos AMx -f- p cos BMa? -h y cos CMac, 
p sin WM.X = a sin AMx -h p sin BMo; 4- y sin GMo;, 
d'où, en faisant la somme des carrés : 

p« = 9MG* == a« -h &» -h Y* -h 2ap cos AMB 
4- 2aY COS AMG 4- 2pY cos BMG. 

2. — Prenons, pour M, le centre du cercle circonscrit h 
ABG. Les raisonnemenls faits ci- dessus prouvent que les 
hauteurs de ABG concourent en ua môme point H; que 
AH = 00a = 2OA1 ... ; que les droites AOa, AOa , AOc con- 
courent au milieu M de OH ; que G partage OH dans le rapport 
1:2; enfin, que OH est la résultante des forces égales repré- 
sentées par OA, OB, OG. La valeur de p* donne, dans le cas 
actuel. 

ÔH^ = R«(3 + 2 cos 2A -f- 2 cos 2B -h 2 cos 2G) 
= R» ( I - 8 cos A cos B cos G) (***). 

3, — Les bissectrices intérieures du triangle ABG rencon- 
trent la circonférence circonscrite, aux points Aj, B,, Gj, 
sommets d'un triangle dont AA,, BBj^, GG, sont les hauteurs* 
Donc 01 est la résultante des trois forces 0A„ OB,, OG,, Gon- 
séquemmeot, 

ÔÏ* = R*(i-8cosA,cosB,cosG,) = R*(i-8sin-Asin-Bsin-G). 

222 

- — - — 

(•) Théorèmo énoncé dans lo /i M. Ë., par M. d'Ocagne. 

c 

Galopeau 

Beyens, 

ponts et chaussées à Mantes. 

(•♦*) Comparez Nouvelles Annales^ 1883, p. 525. 
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Le même, si les bissectrices extérieures du triaugle ABC 
rencontrent la circonférence aux points Ag, B,, Cj, et se 
rencontrent, deux à deux, en la, I^, 1^, Ola est la résultante 
des forces OAj, OB,, OCj : 

ÔTa^ = RVi +8sin-Acos-Bcos-C). 

2 2 2 

4. — Soient A', B', li' les points de contact des côtés de ABC 
avec le cercle inscrit; le sys'.ème des droites lA', IB', IC étant 
homothétique au système OAj, OBg, OCj, le centre de gravité 
G' du triangle A'B'C est sur la droite 01. Donc 

^^ -IR- 

Observons aussi que l'orthocentre du triangle A*B'G' est 

situé sur la même droite 01. 

Des remarques analogues sont applicables aux cercles 

ex-inscrits. 

(A suivre). 



NOTE SUR LES ÉLÉMENTS BROCARDIENS 

Par MM. E. Lemoine et E. Tigarié* 



Nous revenons sur une question, déjà traitée dans ce Jour- 
nal, afin do la préciser et pour éviter la confusion que certaines 
erreurs, qui se sont glissées dans différents mémoires traitant 
ce sujet, pourraient produire dans Tesprit du lecteur. Cette 
confusion s'est déjà malheureusement traduite par de nom- 
breuses discordances dans les désignations d'un même point. 

I 

POINTS BROCARDIENS 

1. — M. E. Lemoine a montré (*) comment, de la connais^ 

sance du point de Limoine, on peut déduire la position des 

— - - - — 

(*) E. Lemoine. — Sur une généralisation des propriétés relatives au 
cercle de Brocard et au point de Lemoine (Nouvelles Annales de Malhé" 
matiques, 5~" série, tome IV. Mai 1885j page 201 et suiv.)* 



â JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

points de Brocard; il a ensuite généralisé cette notion qui a 
donné naissance aux points Brocardiens (*), 

Soient: M un point quelconque du plan d'un triangle ÀBG; 
X, y, z ses coordonnées normales; a, p, y ^^^ coordonnées 
barycentriques et M', M', M'" les points où AM, BM, CM ren- 
contrent, respectivement, BG, CA, AB. 

Au point donné M, on peut faire correspondre deux points 
M^, M^; d'après la construction suivante: 

Je pars de M' (en suivant, sur le périmètre du triangle, le 
sens ABC), et j'appelle }j, Tintersection de CA (qui suit BC) 
avec la parallèle menée, par M', au troisième côté AB; de 
même v, X les intersections de AB, BG, respectivement, avec 
les parallèles menées par M", M'" à BG, GA. Les trois droites 
AX, B[jL, Gv se coupent en un même point M^, qu'on appelle 
Point direct par rapport à M. 

Je pars de M' (en suivant, sur le périmètre du triangle, le 
sens GBA), et j'appelle •/, v', X' les intersections de AB, BG, GA 
respectivement, avec les parallèles menées par M', M^ M" à 
GA, AB, BG. Les trois droites AX', Bjjl', Gv', se coupent en un 
même point Mp que l'on appelle point rétrograde par rapport à 

On dit aussi que M^ , M^ sont Iqs Brocardiens de M, et alors 
M« est le Brocardien direct de M, et Mç, le Brocardien rétrograde. 

2. — Il est fatile de voir que les équations des droites A>, 
B|x, Gv sont, respectivement : 

Y_£c 5_y^ 5-iî:£ 

X "" aô Z za Y ~ yc 

Les coordonnées normales des points brocardiens de M sont 
donc (^*), pour le Brocardien direct M^ : 

X : Y : Z — bxy : cyz : azx. 

(*) Propriétés relatives à deux points (o, co' du plan d*un triangle ABC, 
qui se déduisent d^un point K quelconque du plan, comme les points de 
Brocard se déduisent du point de Lemoine {Association française. Août 
1885, page 23 et suiv.). 

(**) En se reportant au Mémoire cité plus haut, que M. E. Lemoine a 
donné dans les Nouvelles Annales, on voit qu'il y a indiqué, pour coor- 
données de (o celles qui conviennent à c»', et inversement. Le lecteur devra 
tenir compte de cette erreur ; elle se reproduit dans tous le cours du travail 
mentionne ; les expressions qui ne dépendent que d'un des points co,b>' 
doivent y être remplacées par celles qui ne dépendent que de Tautrc. 
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De même, pour le Brocardien rétrograde M^ : 

X ; Y : Z : = czXy axy : byz 
Ces formules montrent qu'en coordonnées barycentriques, 
on aura : 
Pour le Brocardien direct M^ : 

r . g/ ^ ^ £ . £ . i . 
Y a p 
Pour le Brocardien rétrograde M^ : 

P Y * 
Si donc les quantités A, B, C sont telles que 

a p Y 

a'^b "^ c' 

les points Brocardions pourront encore être définis par les 
égalités (*) : 

M^ Ca = A^' = By' 

Mç Ba" = G?" = Ay' 

II 

POINTS DE BROCARD 

3. — Prenons, pour point M, le point de Lemoine K, (a, 6, c) : 
les Brocardions correspondants seront les points de Brocard. 
D'après les formules précédentes, les coordonnées de ces points 
sont : 

Pour Û, point direct de Brocard. 

X:Y:Z = *:H:^, 

C a b 

pour û', point rétrograde de Brocard, 

X:Y:Z=^:-:-; 

b c a 

ou en coordonnées barycentriques (**) 



(*) Il suit de là que, dans VÉtude bibliographique et terminologique du 
triangle publié pdiT M, E. Vigarié, dans le Journal de mathématiques spéciales 
(1887) il faudra lire (page 156, lignes 7 et 8) M^ à la place de M?, et réci- 
proquement. 

(**) Nous avons vérifié graphiquement que, sur la planche annexée au 
Mémoire de M. H. Brocard (Associât, franc, Rouen 4883) et intitulé ; 
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û.....a:S;Y = — : — îT-; 

111 

^ ^ b^ c^ a* 
. Les points û et û' de Brocard sont deux points inverses, 
définis par les égalités d'angles : 

(1) ÛAC = ÛCB = ÛBA = Û'GA = Û'AB = Û'BC = oj, 
(i) étant l'angle de Brocard déterminé par les conditions : 

cotg 0) = cotg A + cotg B + cotg G, (w < 90®) 

4., — On a proposé divers moyens pour distinguer entre eux 
les deux points de Brocard ; nous allons les indiquer ici, et spé- 
cifier, dans chaque système adopté, les termes qui désignent 
le même point. 

M"° G. A. Scott a proposé (Educational Times, Juillet 1883) 
d'appeler premier point de Brocard le point o)', et second point 
de Brocard le point w, quand on a, entre les angles, les égalités 

(2) (oAG = coGB = (oBA = w'AB = cd'GA = w'BG. 

On voit facilement, d'après ce que nous avons dit, que (o est le 
point direct de Brocard et w' le point rétrograde. 

M. T. G. Simmons adopte, comme sens positif dans un 
Iriangle, le sens ABG, c'est-à dire celui où les lettres se succèdent 
dans leur ordre naturel, et sens négatif; le sens contraire GBA. 
Il propose alors (Educational Times, Décembre 4886} d'appeler 
point positif de Brocard le point 0'. 

O'AB = O'GA = O'BG = co 
tel que dans les égalités précédentes, les sommets du triangle 
se présentent dans le sens positif; c'est donc, d'après (1), le 
point rétrograde de Brocard û'. Le point négatif de Brocard est 
donc le point direct û. 

On peut encore, comme le fait observer M. T. G. Simmons 



Nouvelles propriétés du triangle, le point direct de Brocard est celui qui 
est marqué O'; le point rétrograde, 0. Pour que la planche et le texte du 
mémoire concordent, il faut donc lire, dans le cours du Mémoire, O à la 

place de G' et vice versa, puisque -> -» - sont données, dans le texte, 

c 

comme les coordonnées de ; or, d'après la planche, ce sont celles qui 

conviennent au point direct O', etc. 
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(Proceedings, 7 avril 1887, p. 296), observer que, dan^ le 
triangle Kûû' formé par le point de Lemoine et les deux 
points de Brocard, le point positif de Brocard est le premier 
qu'on rencontre quand, en partantdeK,pnparcourtle périmètre 
de Kûû' dans le sens positif de ÂBO. 
En résumé 



Le point direct de Brocard û 

b c a 
x:y : z =:-:-:-y 
"^ c a h 

^ ^ c^ a^ 6* 
défini par les égalités 

ÛAC = ÛCB = ÛBA. = (0, 
est amsi appelé : 
Second point de Brocard, 
ou 
Point négatif de Brocard. 



Lepoin t rétrograde deBrocardQ' 

c a b 
x:y:z = -r:-:-9 
^ b c a 



a : S : Y = , . . 

ri 1,2 ,.t rtJ 



III 



défini par les égalités 

Û'GA =-- Û'AB = Û'BG = co' 
est aussi appelé : 
Premier point de Brocard, 
ou 
Point positif de Brocard . 



Nous adopterons, désormais, les termes : point direct, point 
rétrograde, qui s'appliquent non seulement aux points de 
Brocard, mais à tous les points brocardions en général. 

111 

DROITES BROCARDIENNES (*) 

La construction qui a permis à M. Lemoine de déduire les 
points Brocardions d'un point quelconque du plan d'un trian- 
gle, lui a donné également les droites brocardiennes dérivées 
d'une droite quelconque du plan. Il n'est pas moins utile 
d'éviter toute confusion à leur propos. 

Soient : ABC un triangle, A une droite qui coupe BG, GA, 
AB, respectivement, en A', B', G'. Je parcours le périmètre du 
triangle dans le sens ABC. 

Par A', je mène à G A (qui suit BG), une parallèle qui coupe AB 
en Al. 



(*) Voir: L3moine. A. F., Nancy, août 1886, p. 85. 

— de Longehamps. /. E., novembre 1886, p. 2W. 
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Par B', je mène à AB (qui suit CA),une parallèle qui coupe BG 
en Ba. 
Par G', je mène à BG(qui suit AB), une parallèle qui coupe GA 

ou Gb. 

Je parcours le périmètre dans le sens GBA : 

Par A', je mène à BA(qui suit GB),une parallèle qui coupe AG 
en Aft. 

Par B', je mène à AG (qui suit BA), une parallèle qui coupe GB 

en C'a. 
Par G', je mène à CB (qui suit AG), une parallèle qui coupe BA 

en Bc. 

Les points Aé, Ba, Gt, sont sur une droite A^, que nous appel- 
lerons Brocardienne directe de- A; les points Ab, Gl, Bé sont sur 
une droite A^ que nous appellerons Brocardienne rétrograde 
de A. 

Si, en cordonnées normales, A a pour équation : 

AX -4- BY + GZ = o; 
A^N, Ap auront respectivement pour équations : 

XYZ^_ xî;^_ 

cB "^ aG "^ 6A ~ °' 6G "^ cA "^ aB ~ ^' 
a, 6, c désignant, comme à l'ordinaire, les côtés du triangle de 
référence. 
Si, en coordonnées barycentriques, l'équation de A est 

Aa -h Bp + Gy = o; 
les équations de A^, A^ seront, respectivement : 
a p Y a p Y 

On peut, en outre, observer que si A est harmoniquement asso- 
ciée à un certain point D, les brocardiennes A^, A^ seront 
harmoniquement associées aux points D^, D^, brocardions de D. 

Nous espérons qu'après les définitions et le tableau des 
concordances des diverses notations, les erreurs commises 
seront faciles à reconnaître pour le passé, et à éviter pour 
l'avenir. 
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EXERCICE GÉOMÉTRIQUE 




Inscrire, à un rectangle donné, un rectangle semblable à un 
rectangle donné. 

Soit MNPQ le rectaDgIe cherché inscrit au rectangle ABGD, 
et semblable au rectangle ABHK. 
La similitude des triangles AMQ, BNM donne 

AQ __ QM 

BM "■ MN ' 
Par hypothèse, 
QM_ BH 

NM ~ BA * 
AQ _ BH 

BM "" BA* 

Par suite, si QT est 
parallèle à AB, 
BT __BH^ 

BM~BA' 

Ainsi, MT est parallèle à AH. 

Il suit de là que le milieu I de MT est sur BK. D'ailleurs 
le point T se trouvant, évidemment, sur le cercle circonscrit 
à MNPQ, qui a pour centre le centre du rectangle ABGD, 
le milieu I de MT se trouve sur la perpendiculaire abaissée 
de sur MT, ou sur AH. 

De là, résulte la construction suivante : La perpendiculaire 
abaissée du centre du rectangle ABGD, sur la diagonale k^du 
rectangle ABHK, coupe la diagonale BK au point I. La parallèle 
à AH, menée par I, coupe AB en M et BG en T. Enfin, la parallèle 
à AB, menée par T, coupe AD en Q. Ayant les sommets M et Q, 
on complète le rectangle MNPQ. 

La discussion est d'ailleurs des plus faciles (*). 

(M. d'O.) 

(*) Comparez : Catalan, Théorèmes et problèmes de Géomélrie élementairCy 
e- édition, p. 186. 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G. de liongchamps. 

(seconde partie) 

(Suitey 1^88, voir p. 30.) 



^A 



65. Les solutions par la fausse équerre. La solu- 
tion de Mascheroni, — Ayant jalonné, dans la région accessi- 
ble V, les lignes de visée 
OA, OB, on relève l'angle 
AMB; puis on se trans- 
porte sur OB, en partant 
de 0, jusqu'à ce qu'on 
ait trouvé un point N 
tel que ANB = AMB. 
La droite MN est donc 
anti-parallèle à AB. On 
relève alors Tan gleON M , 
et, par un point M', ar- 
bitrairement choisi sur 
OM, on tire un aligne- 
ment M'N', de façon que 
Fig. m. OM'F = ONM. La droi- 

te M'N' ainsi obtenue, est parallèle à MN. 

Telle est, arrangée par Servois, et aussi simplifiée que pos- 
sible, la meilleure des solutions de Mascheroni ; elle offre, 
au plus haut degré, le caractère pratique nécessaire aux solu- 
tions qu'on devrait nommer, dans cette géométrie que nous 
développons ici, les solutions générales (*)/ pour exprimer 

[*) Ces solutions générales, on le comprend bien, n'ôtent rien à rintérôt 
qui doit s'attacher aux solutions particulières. Sans doute, celles-ci ne 
pourront pas toujours être employées; et, devant certaines difficultés pra- 
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qu'elles répondent à toutes les exigences des situations diverses 
susceptibles d'être imaginées. On observera, en effet, que les 
tracés indiqués plus haut peuvent être réalisés dans un espace 
de terrain aussi limité qu'on le voudra. 

Ajoutons que la solution précédente est bien propre à mon- 
trer la supériorité de la fausse équerre sur l'équerre ordi- 
naire dansies opérations effectuées sur le terrain. Pourrésoudre 
ce problème avec l'équerre ordinaire, il faudrait trouver, sur 
la partie de OA qui est accessible, un point d'oii le segment 
AB serait vu sous un angle droit. Mais si la distance AB est 
relativement petite, le cercle décrit sur AB comme diamètre 
est situé, tout entier, dans la région inaccessible V; la con- 
struction donnée devient illusoire. L'emploi de la fausse 
équerre est donc préférable. 

Ce caractère de généralité, que nous avons reconnu à la so- 
lution de Mascheroni, appartient aussi à celle que nous allons 
exposer maintenant : on verra, au chapitre suivant, l'avantage 
qu'elle présente sur celle de Mascheroni. 

Seconde solution. — Prenons, sur une droite A, tracée dans la 
partie accessible, deux points quelconques C, D; puis jalon- 
nons, comme l'indique la figure : i<* les prolongements de AG 
* et de BD, 2<* les droites DP et UQ, parallèles, respectivement 
aux prolongements CX, DY, BG et de AD. 
Nous allons montrer que PQ est parallèle à AB. 
Les triangles semblables AOG, GOT donnent 

A0_ GO 

GO' "" PO" 
ou 

(1) GO.GO' = AO.PO'. 
De même, dans les triangles BOD, DO'Q, 

(2) . DO.DO' = BO.QO'. 
D'ailleurs, OCO'D étant un parallélogramme, on a 

OD = GO', GO = DO'. 



tiques, elles devront faire place à Tune des solutions générales ; mais, 
dans d'autres cas, si les difficulte's auxquelles nous faisons allusion n'exis- 
tent pas, elles devront au contraire être préférées aux solutions géné- 
rales ; car, le plus souvent, elles nécessitent moins de travail. . 
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Les égalités (1) et (2) prouvent que 

AO.PO' = BO.QO', 
égalité que Ton peut écrire ainsi : 

AO^ Qçy 

BO ~ PO' 
Les deux triangles AOB, QOT ont un angle égal, compris 
entre côtés proportionnels ; ils sont donc semblables. Les 













angles ABO, O'PQ étant égaux, BO étant parallèle à PO', et les 
angles étant alternes internes, les droites AB, PQ sont paral- 
lèles. 

Observons que les points G, D sont arbitrairement choisis; 
par suite, Je quadrilatère GDPQ est aussi limité qu'on le vou- 
dra, la construction précédente répond complètement au pro- 
blème que nous venons de traiter, dans toutes les conditions 
plus ou moins difficiles qui peuvent lui être imposées. Enfin, 
suivant le terme employé plus haut, c'est une solution ^éne- 
rolt du problème qui vient de nous occuper. 

Cette remarque importante s'applique encore à la solution 
suivante. 
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66. Solution de Poncelet. — Le problème actuel 
a été envisagé par Poncelet (*) lorsqu'il a traité Texercice 
suivant : 

Étant donnés un paraltélogramme et une droite indéfinie; lui 
mener, par un point donné, une parallèle, en ne se servant que de 
la règle seule. 

On observera d'abord les termes dans lesquels la question 
est posée. 

Au premier abord, ces mois: la règle seule semblent faire sup- 
poser que le problème en question ressort de la géométrie de 
la règle ; ce qui ne peut pas être. Mais Poncelet s'accorde, 
dans le domaine de l'épure, la présence d'un parallélogramme, 
comme le faisait Lambert {première partie, §22) pour résoudre 
le même problème. En nous plaçant au point de vue des tracés 
que l'on peut exécuter sur un terrain, nous revenons ici sur 
cette question ; et nous allons, après l'avoir dégagée de cer- 
taines considérations de géométrie supérieure, exposer l'élé- 
gante construction de Poncelet. 

Nous expliquerons d*abord comment on ramène le problème 
posé à la question suivante : 

Deux parallèles A, ^' étant jalonnées sur un teiTain, leur mener; 
par de simples alignements, une parallèle, par un point donné M. 

Effectuons, dans Tordre indiqué, les alignements i , 2, . . . 7; 
nous obtenons ainsi un certain point M' : MM' est la droite 
^ j. j. cherchée. 

"WZ J-^ ■^'^ effet, MD coupe AB 

/ uW^/^^ ®^ ^^^ point milieu G. 

w JC)C}< C D'ailleurs, il résulte de la 

7^><vA/^ \ construction que la droite 

/ 7 >/^^\ \ ^^^ ^^^^ couper A' en un 

I // \ ^0\ point conjugué harmoni- 

//^ y ^v\ que de G, par rapport à AB. 

-^ -— ---^7-— -> D'après cela, MM' estparal- 

Fig. SUS. lèle à A'. 

Cette remarque étant faite, nous pourrons considérer le pro- 



(*) Voyez: Applications d'Analyse et de Géométrie j par J.-V. Poncelet; 
p. 437. 



1 
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blême qui nous occupe comme résolu par des alignements seuls, 
si nous pouvons tracer, dans la partie accessible du terrain, 
des parallèles à la droite inaccessible proposée. Voici la solu- 

•__ 2' ^^ tion de Poncelet. 

' V """/ Soient 0,0' deux 

points visibles sur la 
droite inaccessible. On 
Jalonne les lignes de vi- 
sée AO,AO'; et on leur 
mène les parallèles CD, 
GB. Soit R un point arbi- 
trairementchoisisurAG; 
les lignes de visée RO, 
RO' permettent de déter- 
miner les points P, Q ; la 
droite PQ est parallèle 
à 00'. 
Fig, ^49, En effet, les triangles 

semblables RAO, RGQ, d'une part; RAO', RGP, d'autre part; 

donnent : 

RAAO RA A0\ 

RG "" CQ ' RG "■ GP ' 

et, par suite, AÔ^ "^ GP* 

Les triangles OAO', QCP ont donc un angle égal compris 
entre deux côtés proportionnels; ainsi, ils sont semblables; 
d'où l'on peut conclure que PQ est parallèle à 00'. 

67. La solution directe par les alignements. — Le 

tracé que nous venons d'indiquer d'après Poncelet, donne 
un alignement PQ parallèle à 00'. Le même procédé permet 
d'obtenir un second alignement : puis, au moyen de ces deux 
parallèles tracées dans les parties accessibles, on peut, comme 
nous l'avçns montré, obtenir une parallèle passant par un 
point donné. En un mot, la difficulté proposée se trouve tran- 
chée par deux opérations successives. 

Proposons-Dous de traiter le problème en question directe- 
men/, c'est-à-dire par un tracé donnant immédiatement la parai - 
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lèle cherchée. Poncelet (loc. cit.) a résolu ce tracé direct, par 
deux constructions; nous allons faire connaître la plus simple. 

Soient : 00' la droite inaccessible, M le point par lequel on 
propose de mener une droite parallèle à 00', ABGD le paral- 
lélogramme situé dans la partie accessible et servant de base 
aux constructions nécessaires, lesquelles sont exécutées, 
comme le montre la figure, dans Tordre 1, 2, . . . o. Onrobtient 
ainsi un point M' ; MM' est la paraUèle demandée. 

En effet, traçons OR, et prolongeons cette droite jusqu'à ce 



Fig. no, 

qu'elle rencontre CD en J ; FJ, comme nous Tavons observé 
au paragraphe précédent, est parallèle à 00'. D'autre part, les 
triangles JRI, FRI coupés, respectivement par les trans- 
versales OKM', MKO', donnent 

M;J__0JKR MF _ O'F KR 
M'I "" or' Kl' MI "" O'R' HÏ* 
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Les droites FJ, O'O étant parallèles, comme nous Tavons 
rappelé, on a 

OJ O^F 

OR ~" O'R ' 

M'J MF 

et, par suite, WÏ^W* 

Celte égalité prouve que MM' est parallèle à FJ et, par 
conséquent parallèle à 00'. 

Telle est la solution directe, donnée par Poncelet, et dé- 
duite par lui de considérations inutiles à rappeler dans ce 
livre élémentaire. 

On peut observer, et cette remarque a été faite par Poncelet, 
que la construction précédente est susceptible d'une vérifi- 
cation, d'autant plus précieuse qu'elle exige un grand nombre 
d'alignements, dont quelques uns peuvent se couper sous 
des angles très aigus. 

La droite O'S, prolongée jusqu'à sa rencontre avec BQ, donne 
un point M'' qui appartient à la droite MM'. Cette propriété 
est une conséquence de la remarque faite au paragraphe pré- 
cédent, remarque déjà rappelée tout à l'heure, et en vertu de 
laquelle M'M'' est parallèle à 00'. 

Malgré cette vérification, le tracé de la figure 220 reste peu 
pratique, à cause des jalonnements nombreux qu'il nécessite; 
il faut aussi reconnaître que la construction indiquée se fixe 
difficilement dans la mémoire; or, c'est une qualité indispen- 
sable des solutions de la géométrie pratique, d'être facilement 

saisies et retenues. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS (Suite.) 

Par M. Bouf iD. professeur au collège de Courdemapche. 



62. — Sommer la suite : 

2* ax -\- b 



œ{x-h i){x-h 2) 
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On a : 

Jmk X[X-\'l)[X^2)~^Ad (a;-M)(aj+2) "^ 2d X(X-[' i\(x-\-^) 
Mais : 

-^1 (aJ4-i)(a;4-2) ~" iig xx+i]~ 2 0:4-2' 

y I £ I 

-^ x[x-\'\]{x-\-i) ~ 4 2(a;-hi){a;-h2)' 

Il X ^^ a b a h 

cl ou S — h 



2 4 a;+2 2(a;-h i)(aj-h2)' 
et, pour rr = « , 



lim.S = Va+^) 



63. — Sommer la suite : 



x{x -h i)(a? + 2J(aî + 3) 



La mélhode des cocfïicieDts indéterminés permet de décomposer le 
terme général sous la forme : 

A B C 



x(x+i) (a?+i)(a? 4- 2) (a; -h 2)10; -h 3)' 
On trouve : 

et, par suite, 






]{x + 2) 



Mais : 



K'-'-DZ: 



(a:-h2)(.'2;4- 3) 



^1 a?(aj-hi 



I 
I — 



) Oî+l* 



0) 



y î =y — ^ 



«+t . . j 



2 x[x+i] 2 a;4-2' 



a; , --^ x+2 



1 (a;4-2)(x-h 3)~ ^3 ir(a?-hi)"~3 a?-h3 

Donc S=g + -(-^ _) + -^3«_6+-)--L-- 

36 — 3a— 2C ga— 36H-C 

6 (05 -f- 2) 6 (a; H- 3) ' 

. ,. o ga 4- 36 4- 2c 

et, pour oj = 00 : lim S = ^^ 7^ . 

3o 
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Autrement : 

^ ~ " 2di [x-h i)[x -h 2){x -h 3) "^ ^ ^i (X -h i)[x H- 2)[x + 3) 

^i x[x-h i){x -h 2)(a; -h 3) 
Mais 

^[x -h ï){X-h2){X-h'i) ~~ 2 ^ {X -h 2)(aj+ 3) "2 ^ {x-hi){x-h2)' 
Tenant compte des formules (l),et d'au très formules connues, on trouve 
„ a b c 3a a h 

4 12 8 2 (a? + 3) 2 (a? -h 2) 2 (a? H- 2) (a? H- 3) 

c 

""3 (aî + i)(a;-+-2)(aj+3)' 

64. — Sommer la suite : 

i« «0^** + «la?"-* H- ajac**-2 H- -t- a„ 



S = 



2 



a? (05 H- \){x H- 2;(a; h- 3) (a? h- n + i) 

On met le terme général sous la forme : 

a^x^ -h aïO;»-* -+- -h On A, Aj 



X (0? H- 1)^0? -h 2) (a;-hn-f-ï) ic(a;+i) (.t -h i)(a;4- 2) 

A«+i 

-h -\ 

{x -h n){x-\' n-\-\) 

Les indéterminées A^, Aj, A^+i sont données par n équations du 

premier degré, obtenues en identifiant les deux membres. On aura ensuite - 

s^y' A, y" A, y " An-^i 



^-^^'Si^lSTÔ'^^^Sa F(ÏT7)'^^^2 



An+i 2 



3 a?(a?+i) 



• • • • • 



i„+ia;(a;-hi) 
Mais, d^unc manière générale : 



x-{- i' 
*='*+* Al \n»="+* Ai 






oH-i 
Pour a; = 00 , la seconde somme s'annule, et il reste 

T Ci Al Aj A3 An+1 

lim. 8 = — ^H ^ + -^4- H ; — 

I 2 3 nH-i 

65. — On considère la suite : i • h- 2' + 3' h- . . . -h n* + . . . 
et on la partage en groupes contenant le premier, un terme; le 

deuxième, deux ; le p°"% p. Trouver la somme des p termes 

du p°»® groupe. 
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1® Cette somme est divisible par la somme des termes du 
groupe correspondant formé, de la même manière, dans la 

suite : 11-2 + 3-1-4+ 2** quand p est impair, la 

somme considérée est divisible parp', 

La somme considérée est la différence entre la somme des cubes des 

^-^ ^ premiers nombres entiers, et la somme des cubes des — 

^ 2 

premiers nombres entiers. On trouve 

S=|(p«+i)(p«+3). 
Li somme des p termes du premier groupe est : 



66, — Rendre calculables, par logarithmes, les quantités : 
1® cotgA + cotgB +cotgG— 2[cotg2A. + cotg2B +cotg2G]; 
2« (c + tg A tg B tg G)« - 4 tg« A tg« B tg« C. 

La première expression équivaut à 

tgAtgBtgC; 
la seconde, à 8tg A tg B tg C 



tg 2A tg 2B Ig 2G* 



BACCALAURÉAT DE L'ENSE[GNEMENT SPÉCIAL 



— O et 0' sont deux sphères de rayons donnés, dont les centres sont 
situés sur la ligne de terre. Un point quelconque (a^a') étant donné dans 
l'espace, on propose de mener, par ce point, un plan tangent à la fois aux 
deux sphères et 0'. 

(Paris, Baccalauréat de VEnseiguemeut spécial. Octobre 1887.) 

^ SAB est un cône circulaire droit dont la base a un rayon donné a, 
et dont la hauteur est égale à 4a. Une sphère CD, dont le diamètre est 
égal à la hauteur du cône, est tangente au plan de base de ce cône, et 
située du même côté de ce plan que le cône lui-même. On demande de 
couper ces deux solides par un plan parallèle à la base du cône, de 
manière que le volume du tronc de cône EFBA soit équivalent à celui 
du segment de sphère GDH. 

(Paris, Baccalauréat de l'Enseignement spécial. Octobre 1887.) 
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GHAMBÉRY (Juillet 1887.) 
Mathématiques. 

— Donner la valeur do sin -y-. Connaissant cette valeur, en déduire 
celle do sin ^^. 

12 

— On donne deux circonférences G et C mobiles dans un même plan. 

La circonférence G a pour rayon ^p- ; son centre se déplace, d'un mou- 

oo 

vement uniforme, de vitesse a, sur la droite donnée GX. La circonfé- 

I la 
rence G a pour rayon -- — Son centre est animé de deux mouvements 

oo 

uniformes simultanés : le premier, de vitesse 9a, parallèle à la droite GX, 
le second, de vitesse 6ay perpendiculaire à GX. A l'origine des temps, la 

droite des centres GG' est perpendiculaire à GX et égale à — . 

4 
1<* Galculer la distance G, G' des centres des cire nférences au bout 

du temps t\ 2<> indiquer, pour les difiérentes valeurs iu temps /, les posi- 
tions relatives des deux circonférences. 



GRENOBLE (Session d*août 1887.) 
Mathématiques. 

— Somme des termes d'une progression géométrique limitée. Limite 
vers laquelle tend cette somme, lorsque, la progression étant décroissante, 
le nomore des termes augmente indéfiniment. 

Étant donnée la progression : 

■^a: aq: aq^:,,., 
où a = sin a; et q = 2 cos œ^ on suppose : 

o<x<W. 
Déterminer pour quelles valeurs de x la progression est croissante ou 
décroissante. Dans le cas où elle est décroissante, trouver la limite de 
la somme des termes, lorsque leur nombre augmente indéfiniment. Gal- 
culer X sachant que cette limite est égale à 2^/2. 

— Étant donné un hexagone régulier ABGDEF, de côté AB = a, on 
détache le triangle ABG formé par trois sommets consécutifs. Détermi- 
ner le centre de gravité de la surface pentagonale AGDEF. Soit G ce 
point; on joint le point G aux sommets A, G, D, E, F. Les cinq droites 
ainsi obtenues représentent, en grandeur et position, cinq forces appliquées 
au point G. Trouver la résultante de ces forces. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMEJSTAIRES 69 

NANCY (session de juillet 1887). 

Mathémaliques. 

— D/moQtrcr que la valeur du produit de plusieurs nombres est indé- 
pendante de Tordre des facteurs do ce produit. 

— Un cône droit est inscrit â une sphère de rayon R. Une arête de 
ce cône dans la sphère et dans le cône ait une valeur donnée icm^? — 
Conditions de possibilité du problème. 



MARSEILLE (Juillet 1887). 

Mathématiques. 

— Bans un triangle, on donne a, 6, c. Trouver au moyen de formules 
calculables par logaiithmes, les quantités 

A A A 

sin A, sin — ? cos — ? tg — • 

2 2 2 

Calculer Tangle A au moyen de la formule qui donne tg —, en sup- 

posant : 

a = 53417, 
6=58622, 
c = 50241. 

— Construire Tangle de la ligne de terre avec une droite qui la rencontre 
et qui est définie par ses projections; et trouver les projections de la bis- 
sectrice de cet angle. 

LYON (Juillet 18S7.) 
Première série. 

Mathématiques. 

— O est le centre d'un demi-cercle dont le diamètre AB est donne égal 
à 2R. Sur ce diamètre on prend un point C, à une distance du centre O 
égale à 3R Déterminer un point D tel que si l'on mène DE perpendicu- 
laire sur AB, les volumes des solides engendrés par le triangle EDC et 
par le demi segment de cercle EDA tournant autour de AD, soient dans 

le rapport -^r^* Calculer ensuite Tangle C, et les arcs AE et BF en degrés, 

minutes, secondes. 

Deuxième série. 

— Un parallélépipède a pour base un carré dont le côté est égal à 3,5; 
les arêtes latérales ont la même longueur que le côté du carré, et Tune 
d'elles se projette sur Tune des diagonales de la base. Le volume de ce 
solide est égal à 3i""'247. Gilculer : 1" Tangle que les arêtes latérales ont 
avec le plan de la base ; 2* la surface latérale du parallélépipède ; 3- les 
angles du parallélogramme qu'on obtient en coupant le parallélépipède 
par un plan perpeadiculairc aux arêtes latérales. 
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QUESTION 221 

Molvllon par M. Couvert, élève au Lycée Condorcet. 



Dans le triangle ABC, dont les côtés AB, AG sont égaux, I est le 
milieu de la base BC. Si Von porte, sur le côté BA, la longueur 
AA' = m. BA; cl, sur le côté BG, la longueur GG' = p. BC; si, 
de plus^ les pe7*pendiculaires respectivement élevées à AG, A'G', 
aux points C, G', coupent la droite AI aux points D, D', on a: 

— — (' -^ ^P)(' + 3p — m) 
ÎD" ~" i + m 

GoROLLAiriE. — Soit r le pied de la perpendiculaire abaissée 
de A' sur BC. Si Von prend GG' = II', la perpendiculaire élevée 

en G', à A'G', passe par le point D. 

(FOcagne.) 

Prolongeons G' A' jusqu'à son intersection P, avec AI; puis 
abaissons A'Q perpendiculaire sui AI. Les triangles rectangles 
AGD,PG'D' donnent: 

„ ÏG^ _^, W 

par suite: 

ID^ _ lA X II?' 

11^ ~ IPX TC»' 
Les Iriangles semblables 
PA'Q, PIC dounent : 
IP^ _ IC 




il vient alors : 



d'où : 

IP_ 

IQ~ 
IP = 

ID' _ lA. I C(IC - A'Q) 
ÎG*. IQ 



A'Q' 
IC 



IC - A'Q 
IQ. IC 



TT.» 



IC - A'Q 



ID 
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De la similitude des triangles AÂ.'Q, A6I, on déduit: 

AI _ AB 

AQ"" ÂÂ7' 
AI AB I 



ou 



IQ AB -1- AA' I -4- m 



D un autre cote, — — = -— = m ; 

JdI AB 

doue A'Q = m. BI = m. —, IC = — + p. BG. 



Ou a doue: 
ID' 



X — 



Bc(i . ,)[bo(i .,)-.m 



ID 1 + m J3q2 

4 
En simplifiant, on trouve 

ID' _ (i 4- 2p)(i + 2p — m) 
ID "~ I H- m 

Corollaire. — Supposons que Ton abaisse AT perpendi- 
culaire surBC, puis que Ton prenne ce' -11'= A'Q. Nous avons 

vu, plus haut, que A'Q =w. — • Cela revient donc à prendre 
p = — • La formule devient : 

2 

ID' _ (i H- m)(i -h m -- m) 

ID "~ I H- m 

ou ID' = ID. La perpendiculaire élevée en G' à A'C rencontre 

donc AI on D. 

Nota. — Autres solutions par M\i. René-Henri Martin, élève au lycée 
Condorcct (classe de M. Brisse); G. Russo, à Catanzaro; Ignacio Bcyens, 
capitaine du génie à Cadix. 



QUESTIONS PROPOSEES 

*«»«iaiifi II I , 



276. — On considère un triangle isoscële ACB et, sur la 
base AB, on prend un point D tel que BD = AB. D'autre part, 
on élève en A^B des perpendiculaires aux côtés ACj BG; soit 
G' leur point de rencontre : 
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1® La perpendiculaire abaissée, de C, sur CD, partage AB 
dans le rapport de 2 à 1 ; 

2® La perpendiculaire élevée en C, à CD, coupant: AC'en H; 
BC, en K; on a CH = HK; 

3** On demande la généralisation de ces remarques, en sup- 
posant qi/e D désigne un point quelconque, pris sur AB; 

■i® D désignant un point quelconque de AB, démontrer que 
la perpendiculaire élevée en D, à CD, est partagée, par les 
côtés CA, CB et par le point D, en deux parties égales. 

(iiannheim,) 

277. — Soient A et A' deux droites parallèles, 00' une 
perpendiculaire commune; par 0, on trace une transversale 
quirencontre A'enA;puisronprend:surOA, AD = AG = AO' 
sur A', AB = AO'. La droite BG rencontre 00' en P et A en Q. 
De même, BD coupe 00' en P' et A en Q'. 

Démontrer : 1® que la circonférence PO'Q est tangente à A, 
au point Q, et que la cirionférenco O'P'Q' touche A en Q'; 
i^ que les circonférences PO'Q, P'O'Q' se louchent mutuelle- 
ment en 0'. (G. L.) 

278. — Sur les côtés d'un triangle ABC on construit trois 
triangles semblables A'BG, B'GA, A'BG. Démontrer : l® que les 
droites AA', BB', GC sont, en grandeur et en direction, les 
côtés d'un triangle T; 2" calculer Taire de ce triangle et la 

somme ÂÂ^^ + BW^ + Cl7^ en fonction des côtés de ABC et 
des angles de A'BG. (J, Neuberg.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 

llt'lB CKI 
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GEOMETRIE ET MÉCANIQUE 

Par M. H'enberg» professeur à l'Université de Liège. 

[Suite, V. p. 49). 



5. — GoDsidéroDS trois forces a, p, y, dirigées suivant les 
côtés du triangle ABt! et regardées comme positives ou néga- 
tives suivant qu'elles agissent dans le sens direct ABC ou dans 
le sens rétrograde GBA. Désignons par p leur résultante ; par 
K, 85, 5c j les distances de A, B, C à la ligne d'action de p, par 
hay hby hc les hauteurs de ABC. 

Si nous prenons les moments de a, p, y, p successivement 
par rapport à A, B, C, nous aurons 

aha — p8a, pAb = p8b, 1f/?c = p^cf 

QL 6 Y 

d'oii 8a : 85 : 8^ = aha : ^hb : yhc = -'S:-; 

^ abc 

de plus : 

p> = a* -H p» -H Y* — 2ap cos G — 2^y cos A — 2yoL cos B. 

6. — Le cas de a = ± p = ± Y ^re ^^ grand intérêt. 
Soient D , D^, De, Ea, Eb Ec, les points de rencontre des côtés 
du triangle ABG avec les bissectrices intérieures et extérieu- 
res des angles; on peut énoncer le théorème suivant (♦): 

Si Von applique, dans un sens ou dans C autre, trois forces égales 
suivant les trois côtés d'un triangle ABG, la résultante est dirigée 
suivant Pune eks quatre droites : EaB^Ec, DbDc, DcDa, DoDb. 

Prolorigeons AB et AG des quantités BP = CQ = BC, et 
prenons aussi sur BA, CA les longueurs BP' = GQ' = BG. La 
droite PQ, par exemple, sera la résultante des droites PB, BG, 
CQ ; sa direction est donc celle de la résultante de trois for- 
ces égales dirigées suivant les côtés du triangle ABG. De là 
le théorème de géométrie élémentaire dont la démonstration 
directe constitue un exercice utile: 

[*) Il suffît de construire la résultante de deux des forces égales, pour 
constater ce théorème. 
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Étant donné un triangle quelconque ABC, les circonférences 
décrites des points B e^ G comme centres, avec le rayon BC, ren- 
contrent, respectivement, les côtés BA et GA aux points P et Q, 
P' et Q'; les droites PQ, FQ' PQ', FQ sont parallèles aux 
droites joignant les pieds des bissectrices extérieures du triangle 
ou ceux de deux bissectrices intérieures. 

Rapprochons ces résultats de ceux du § 3. Dans les deux 
cas, nous avons deux systèmes de trois forces égales, et celles 
de Tun des systèmes sont perpendiculaires à celles de Tautre. 
Donc leurs résultantes sont également rectangulaires. De là, ce 
théorème trop peu connu : 

Les droites joignant les pieds des bissectrices extérieures d'un^ 
triangle ABC ou ceux de deux bissectrices intérieures, sont 
respectivement perpendiculaires au^ droites qui unissent lecentreO 
du cercle circonscrit au centre de Vun des cercles tangents aux 
côtés (*). 

Voici, en passant, une autre application du principe que 
nous venons d'utiliser en dernier lieu. Soient Sa, S{„ Se les 
centres des carrés construits extérieurement sur les côtés; les droites 
SbSc et ASa sont égales et perpendiculaires. En effet, ASa est la 
résultante de AA^ et A^Sa ou de AB^, AG^, A^Sa; SbSc est la 
résultante de SbB^, B^G^, GiSc, droites égales et perpendiculaires 
à ABi, AjSa, AGi. 

7. — Revenons au cas général du § 5. Soit M le point dont 
les coordonnées normales par rapport au triangle ABG sont 
proportionnelles à a, p, y, et soit M' l'inverse de M. Les coor- 
données normales a', p', y de M' sont inversement propor- 
tionnelles à a, p, Y ; donc 

ax 0^ c-^ X y z 
(ce, y, z) étant les coordonnées barycentriques de M'. Il résulte 

(♦) Soient A', B', G', les points de contact des côtés de ABG avec le cercle 
inscrit 1. 11 est facile de voir que les milieux des B'G', G' A', A'B' ont pour 
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de là que la résultante de trois forces égales à a, p, y, dirigées 
suivant les côtés d'un triangle ABC, agit suivant la droite harmo- 
niquement associée au point W qui a pour coordonnées normales 
1 I I 

a p y 

Le théorème qui fait l'objet de la question 241 {J. M, £., 
1887, p. 23) résulte immédiatement de la proposition précé- 
dente. En voici renoncé : 

Soient M et W devx points inverses par rapport au triangle 
ABC. La résultante de trois forces représentées par les pevpenii* 
culaires abaissées de W sur les côtés de ABC est perpendiculaire 
à la droite harmoniquement associée à M, 

8. — On sait que trois forces représentées par les côtés 
AB, BG, CA d'un triangle (ou dirigées suivant ces côtés, et 
d'intensités -proportionnelles aux longueurs de ces côtés) se 
réduisent à un couple. Réciproquement, si trois forces se 
réduisent à un couple, leurs intensités sont proportionnelles 
aux côtés du triangle formé par leurs direclions. Ces propo- 
sitions résultent aussi des formules du § 5 ; car la relation 
8^ = 55 = Zc ne convient qu'à la droite à Tinfini. 

Pour donner une application de la théorie des couples à la 
géométrie du triangle, soient A'BG, B'GA, G'AB trois triangles 
semblables construits sur les côtés du triangle ABC. Les droites 
BA', CB', AG' sont proportionnelles à BG, GA, AB et se coupent 
aux sommets d'un triangle semblable à ABG. On peut donc 
les considérer comme représentant trois forces qui se réduisent 
à un couple. Ge couple et le couple représenté par AB, BG. GA 
se ramènent généralement à un couple unique. Mais il est 
facile de voir que les forces AB et BA', BG et GA', GA et AG' 
ont, respectivement, des résultantes égales et parallèles aux 
droites AA', BB', CG'. Donc les lignes AA', BB', GG' sont, en 
grandeur et en directiony les côtés d'un certain triangle. 
• Plus généralement, soient (A'BG, B'GA, G'AB), (A'BG, B'GA 
G'AB ) deux systèmes de triangles semblables; les droites A'B", 
B'G , C'A" sont, en grandeur et en direction^ les côtés d'un cer* 
tain triangle. 
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9. — Pour terminer ces applications, considérons un sys- 
tème de n points A, B, . . .L,. Soient X leur centre de gravité, 
Y celui des points Bi, Cj . . . Kj L. On sait queX divise la droite 
YA dans le rapport i : n — i ; par suite, si Ton remplace A 
par le point A' , le centre de gravité X éprouve un déplacement 

XXa parallèle à AA' et égal à - Aà'. Il résulte de là que si 

X et X' sont les centres de gravité de deux systèmes de n 
points (A, B, . . L), (A', B', ... L'), la droite XX' est le côté 
qui ferme la ligne polygonale ayant ses côtés parallèles aux 
droites AA', Bb', ... LL' et égaux à la n® partie de ces droites 
En particulier, X' coïncide avec X, lorsque les lignes AA', BB 
. . . LL' sont égales et parallèles aux côtés d'un polygone 
fermé. Tel est le cas lorsque les triangles A' AB, B'BC, . . . L'LA 
sont semblables (*) ; car A'A, B'B, . . . L'L, sont proportionnelles 
à AB, BG, . . . LA, et leur deviennent parallèles, après que le 
polygone AB ... L, a tourné de l'angle BAA' autour d'un 
point quelconque de son plan. De même, si, sur les hauteurs 
d'un Iriangle ABC, on prend des longueurs AA', BB', CC 
proportionnelles aux côtés opposés, les triangles A'B'C, ABC 
ont même centre de gravité. 



UN CHAPITRE D'ARITHMÉTIQUE 

NOMBRES INCOMMENSURABLES 
LIMITES — MESURE DES GRANDEURS — RAPPORTS 

Par M. ^« GrIeM» professeur du cours préparatoire à Saiat-Gyr, 

au Lycée d'Alger. 



INTRODUCTION 



Dans la plupart des traités élémentaires qui parlent de la 
théorie des nombres incommensurables et des limites, on pro- 
cède à la définition de ces nombres de la manière suivante : 

4® On définit la limite d'un nombre variable x un nombre 



(•) Théorème de M. LaisaDt. 
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fixe a, tel que la différence a — x finisse par devenir et rester 
en valeur absolue plus petite qu'une grandeur donnée, si 
petite qu'elle soit. 

Gomme à ce moment on n'a pas encore parlé de nombres 
incommensurables, ce nombre fixe est de toute nécessité un 
nombre entier ou fractionnaire, un nombre rationnel. 

2*» On admet comme évidente cette proposition : Quand un 
nombre variable constamment croissant est assujetti à rester 
moindre qu'un nombre fixe, il tend vers une limite inférieure 
ou égale à ce nombre. 

D'après la définition donnée, cela voudrait dire qu'il existe 
un nombre entier ou fractionnaire dont la différence avec le 
nombre variable tend vers zéro; dans la grande majorité des 
cas, cette proposition serait donc fausse (*). 

(*) Gomme je Tal dit à M. Griess, en lui accasant réception de la lettre 
qui renfermait le manuscrit du présent article, je ne partage pas les opi- 
nions qu'il expose ici et je crois, notamment, qu'en se refusant Tusage 
de Taxiome fondamental de l'analyse on complique, sans profit, l'exposition 
de la définition des nombres incommensurables. M. Griess croit-il qu'un 
débutant (je dis, un débutant, car la question actuelle n'a qu'un intérêt péda- 
gogique) comprendra mieux la notion des suites convergentes et de leurs 
limites, donnée plus loin (§§ 2 et 3), que l'énoncé si simple et si fécond de Ta- 
xiome qu'il critique? J'ajouterai que cet axiome n'est pas appliqué, à propos 
de la définition desnombres incommensurables, comme le dit ici M. Griess. 
Si l'on veut définir yfï, par exemple; pn prend deux suites (*) 

{^) Pj» p2J ••• Pp, ... 

(B) ^11 «^a» • • • o>. ... 

les nombres de (A) vont toujours en croissant, et leurs carrés sont plus 
petits que 2 ; ceux de (B) vont toujours en décroissant, et leurs carrés 
sont supérieurs à 2 ; de plus, la difiérence (Xp— ?p tend vers zéro, quand p 
croît indéfiniment On admet alors, par application de l'axiome fonda- 
mental que (A) et (B) ont une limite; d'ailleurs celte limite est la môme; 
et l'on arrive ainsi à une conception, qui me semble aussi nette que pos- 
sible, de la racine carrée de 2. 11 n'est nullement question dans tout 
cela de faire la différence entre une quantité non définie et un nombre 
rationnel; toutes les opérations signalées s'effectuent avec des nombres 
commensurables ; elles conduisent à la notion des nombres incommen- 
surables et, je persiste à le croire, par une voie simple, tout aussi rigou- 
reuse que celles qu'on a proposées pour éviter l'emploi de l'axiome fon- 
damental. G. L. 

(*) Voyez : Cours de MathêmQt<que<f sp-'clales, t. I, p. \ 13. — Je crois que, à l'endroit 
cité, je n'ai fait que reproduire les idées généralement pro'essées sur le point en ques- 
tion et que M. Catalan a eu le mérite, le premier, d'introduire dans l'enseignement. 
Laguerre, esprit très droit, et qui poussait fort loin le scrupule des choses rigoureuses 
avait soulevé, aux examens de l'Ecole Polytechnique, la délinition des nombres incom- 
mensurables; mais, si je ne me trompe, celle que je rappelle ici est, dans le fond, 
comme dans la forme, celle qui lui donnait satisfaction. 
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3® On se sert de cetle proposition pour montrer que certaines 
suites de valeurs ont une limite, et on dit : Si cette limite n'est 
pas un nombre rationnel, nous dirons que c'est un nombre 
incommensurable . 

Il est clair que cette façon de procéder constitue un cercle 
vicieux. Cette faute de logique, relevée depuis longtemps, a 
conduit les mathématiciens à chercher une nouvelle définition 
des nombres incommensurables, qui fut indépendante de Tidée 
délimite. M.Dedekind (*), M. Gantor (**), M. Tannery (***), 
en ont proposé plusieurs. Celle qui a été adoptée dans la 
suite de ce travail (****) repose sur la définition d'une suite 
convergente; elle a l'avantage de pouvoir y rattacher facile- 
ment la théorie des séries. 

DÉFINITIONS 

1. — On appelle limite d'un nombre variable x, un nombre 
fixe a (entier ou fractionnaire et par conséquent numérique- 
ment assignable) tel que la différence a — oî finisse par deve- 
nir et rester inférieure à un nombre e donné à l'avance, si petit 
qu'il soit. 

2. — On appelle suite convergente une suite indéfinie de 
nombres rationnels (entiers ou fractionnaires) 

jouissant de la propriété suivante ; 

Étant donné un nombre e, aussi petit que l'on voudra, on 
peut toujours trouver un nombre n assez grand, pour que la 
différence 

soit en valeur absolue inférieure à e, quel que soit p. 

Il en résulte qu'à partir de ce rang les termes de la suite 
sont compris entre «„ — s et cTn -*- e. On peut donc toujours 

(*) Dedeklnd : Stetigkeit und irrationnale Zahlerif 1872. 
(*•) Gantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeilslehrei 1883. 
(*•*) Tannery, Introduction à ta théorie des fonctions d^un variobtCf 1886. 
(*•**) Tannery, chap. I, § 19 et suivants. Gantor, p. 23. 
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assigner un nombre a auquel ils sont inférieurs, un nombre p 
auquel ils sont supérieurs. 

3. — Deux cas peuvent se présenter. 

Ou bien les termes de la suite (1) admettent pour limite un 
nombre rationnel M; nous dirons alors que la suite (1) définit 
le nombre M ; en particulier, si tous ses termes étaient égaux 
à a, elle définirait le nombre a. 

Ou bien, il n'existe aucun nombre rationnel M tel que, pour 
n suffisamment grand, on ait 

val. abs. (M — an) < e. 

Nous dirons alors que les termes de la suite (1) définissent 
un certain nombre A, que nous appellerons incommensurable 
ou irrationnel. 

Si les termes de la suite (1) finissent par devenir et rester 
positifs, quand a croît indéfiniment, on dit que A est positif. 

Si les termes de la suite (1) finissent par devenir et rester 
négatifs, quand n croit indéfiniment, on dit que A est négatif. 

Il faut bien remarquer que cette définition donne simple- 
ment V existence au nombre A ; elle ne lui donne encore aucune 
propriété; en particulier, elle ne le considère nullement 
comme la limite des termes de la suite (1) ; car cela reviendrait 
à dire que, pour nsufiisamment grand, on a 

val. abs. (A — an) < e, 
inégalité qui n'a aucun sens pour le moment, puisqu'on ne 
sait seulement pas opérer sur A. 

Pour compléter la définition des nombres tels que A, nous 
allons les douer de propriétés, en définissant sur eux les 
opérations élémentaires. 

DÉFINITION DES OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES 

4. Addition. — Soient les deux nombres 

A défini par (1) a^, a^, . . . «n ... 
B défini par (2) b^, ô^, . ..&„•• • 
La suite 

(3) a^ + 64 ^2 + ^a» . . a^ + 6n . . . 

est convergente. Pour le faire voir, il suffit de montrer que Ton 
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peut choisirn assez grand, pour que 

val. abs. [(«„^p + bn+p) — (a„ + 6n)] < e, 
quel que soit J3. 

Pour cela il suffit de choisir n, de telle sorte que Ton ait à 
la fois 

val. abs. {an-p — un) < - 

val. abs. {bn-\.p — bn) < - 

quel que soit p; ce qui est possible, puisque, par hypothèse, 
les suites (I) et (2) sont convergentes. 

A la suite (3) correspond un nombre qui, par définition, est 
A 4-B. 

5. Soustraclion. — Soient les deux nombres 
A défini par (1) a^ a,, . . . a„, . . . 

B défini par (2) b^, b^, ... &„,... 

On montrera, comme précédemment, que la suite - 

(4) «1 — 6i, tta — 62, !. . a„ — 6n» . . . 

est convergente; elle définit donc un nombre qui, par défini- 
tion, est 

A - B. 

6. Conséquences, — Si les termes de la suite (4) tendent vers 
o, A — B est nul; on dit que 

A = B. 
Si les termes de la suite (4) finissent par devenir et rester 
positifs, A — B est positif; on dit que 

A >B. 
Si les termes de la suite (4) finissent par devenir et rester 
négatifs, A — B est négatif; on dit que 

A<B. 

7. Multiplication, — Soient les deux nombres 
défini par (1) a^, a^, . . . an . • . 

B défini par (2) b^, b^, ... bn ... 
La suite 

(5) a^ôi, a,6j, . . . Unbn, . 
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est convergente. En effet, par hypothèse, on peut choisir n 
assez grand pour que chacune des différences 

soit en valeur absolue aussi petite que Ton veut; et cela quel 
que soitp; dans ces conditions on pourra faire en sorte que 
les rapports 

' "T — ' 

an On 

soient, en valeur absolue, aussi voisins de i qu'on le voudra. 
On pourra donc choisir n de façon qu'il en soit de même du 
produit 

On+p . - àn+p 

X — 7 — » 

«n On 

et que Ton ait 



yal. abs. r^îLt^:^ - ,1 

L (^nàn J 



< 



val. abs. ajbn 

ou que val. ab. [an+p.bn+p — a„6„] < e. 

La suite (5) est donc convergente, et il lui correspond un 
nombre qui, par définition, est 

A X B. 

8. Division. — Soient les deux nombres A et B définis par 
les suites (t) et (2), 

B n'est pas nul par hypothèse, de sorte que, n croissant 
indéfiniment, bn reste supérieur en valeur absolue, à un 
certain nombre p. 

Considérons la suite 



... 



6j 6j bn 

Elle est convergente. Pour le montrer, il faut faire voir que 
l'on peut choisir n assez grand pour que la différence. 

Cln+p ^n ^n+pOn (^nOn-^-p 

On+p On On+p»On 

soit, en valeur absolue, inférieure à tout nombre donné e, si 
petit qu'il soit. 

Par hypothèse, n croissant, le dénominateur finit par deve- 
nir supérieur en valeur absolue à p*. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉU. — 1888. 4 . 
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Le numérateur s'écrit 

On+A "" ^nbn+p = (dn+p — (in){bn+p "H ^n) — {On+pbn+p — a^bn) 

Nous avous VU (multiplication) que par un choix conveoable 
de n, le deuxième terme peut être rendu aussi petit que Ton 
veut. La suite (2) étant convergente, il existe un nombre p' 
auquel 6„ et bn^p finissent par rester inférieurs ; bn+p -H 6n reste 
donc inférieur eu valeur absolue à 2p'. La suite (1) étant con- 
vergente, ttn+p — On peut être rendu, par un choix convenable 
de n, inférieur à toute grandeur donnée; il en sera donc de 
même du produit 

(a„+p — On) [bn^ + bn)y 

et par conséquent de la différence 

Ainsi, en choisissant n de sorte que 

val. abs. (an+p6» — ané«-f-p) < e X val. abs. bnbn^p 
on a 

val. abs. f r-^ — -r") < e. 

Donc la suite (6) est convergente; le nombre qui lui corres- 

pond est, par définition, ~ • 

jj 

A. 
9. Théorème. — Le quotient — est égal au quotient 

A X C 

=r --. Soient les deux nombres A et B définis parles suites 

(1) et (2), et c un nombre défini par la suite convergente 

(.V ^1> ^2> • • • ^n • • • 

Les nombres A X C et B x C sont définis par les suites 
(8) aiCi, a^c^ . . . cr„c„ . . . 

(u) b^C^y OjCj . . . OnCfi ... ; 

leur quotient, par la suite 



... 



un > • • • 

^1 b^ bn 

il est donc égal à — • 



f A suivre.) 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de liOBgchanips» 

(seconde partie) 

{SuitCy voir p. 58.) 



68. Viser le milieu d'un segment inaccessible. 

— On suppose qu'un point invisible o) soit situé au milieu de 
la droite qui joint deux points visibles et inaccessibles 0, 0' ; 
on peut alors se proposer d'établir la ligne de visée qui va 
d'un point donné M, au point co ; on peut aussi demander 
d'évaluer la distance Mo). 

Nous ferons observer que ce problème peut se présenter dans 
la guerre des sièges, pour les 

motifs suivants. On peut savoir, ^/ '"""7 ^f^' 

par exemple, que, dans une ville 
ssi égée, un certain point pré- 
sentantunintérêtparticulier(une 
caserne, une poudrière, etc.), 
point invisible pour les assié- 
geants, se trouve sur la droite 
qui joint deux monuments visi- 
bles et à égale distance de ceux- 
ci. Alors se pose le problème ^•^- ^^'• 
que nous venons de soulever et sur lequel nous aurons à reve- 
nir d'ailleurs, dans un prochain chapitre. 

Nous nous bornons, pour l'instant, à noter que^ parmi les 
solutions qu'il comporte, il y en a une, au moins, qui est la 
conséquence immédiate des résultats obtenus plus haut. 

Menons PQ parallèleà 00', puis construisons le parallélo- 
gramme MPQR : MR est la ligne de visée. 




.-.I»* 
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Quant à la distance Mo», elle peut se calculer par la formule 

MP 
Il faudra relever, avec la chaîne, les longueurs MP, MI et 

connaître la distance MO, ou la 
calculer, comme il a été expliqué 
au chapitre précédent. 

Autrement. On^ent encore résou- 
dre le problème précédent comme 
nous allons Tindiquer; cette nou- 
velle solution est même plus sim- 
ple. 

Traçons, dans la partie accessi- 
ble, un alignement XX', et déter- 
minons, avec réquerre ordinaire, 
les projections M, M' des points 
Fig. 292. 0, 0' sur XX': soit N le milieu de 

MM\ La ligne de visée, pour une batterie placée en N, sera la 
droite NG, perpendiculaire à XX'. 

Il reste à déterminer la distance Nw. A cet effet, traçons les 
lignes de visée NO, NO' et, par G, menons-leur les parallèles 
CA, GB. La droite AB est parallèle à 00'« Nous avons donc 

No) _ NO _ NM 

NI ^ ~ 



X - 




d'où 



NA 
N<o = NI. 



NP 

NM 

NP" 



Gette formule donnera la longueur delà ligne de visée, sans 
qu'il soit nécessaire de connaître autre chose que les longueurs 
des lignes accessibles NI, NM, NP, qui sont données par un 
chaînage des plus simples, si la distance 00', comme nous 
l'avons supposé, n'est pas très grande, ou si, tout au raoiu?, sa 
projection sur XX' est suffisamment petite. Nous ne parlons 
pas, bien entendu, des autres longueurs NI, NP, car celles-ci 
peuvent être choisies aussi courtes que l'on voudra. 

Remarque 1. — Si l'ou veut établir le point de visée, non 
pas en N, mais en un autre point M, de XX'; on doit conti- 
nuer la construction, comme il suit. 
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Ayant jalonné PI, on tracera, par M, une parallèle à cette 
droite; on obtiendra ainsi la ligne de visée. Quant à la dis- 
tance M(o elle se calcule par la formule 

Mais, en général, du moins dans une certaine étendue de 
terrain, la position du centre de la batterie importe peu; on 
choisit donc l'alignement fondamental XX' de façon que le 
point N soit dans la région favorable à rétablissement de 
cette batterie. 

Remarque II. — Les solutions précédentes réclament rem- 
ploi de réquerre ou celui de la fausse équerre; une autre 
construction, celle-ci n'exigeant que des alignements et un 
cordeau, repose sur la propriété des points milieux des diago- 
nales d'un quadrilatère complet; nous Tindiquerons dans un 
chapitre suivant, quand nous traiterons de certains problèmes 
d'artillerie. A ce moment, nous reviendrons sur la question 
présente, pour l'examiner dans toute sa généralité. Nous 
déterminerons alors une ligne de visée aboutissant à un point 
invisible, connaissant les distances de celui-ci à deux points 
visibles. 

s 

69. La distance à une droite inaccessible. — i<> La 

solution directe. Représentons toujours par A, B les deux 
points inaccessibles considérés; et proposons nous d'évaluer la 
distance d'un point 0, pris dans la région accessible, à la 
droite AB. 

Bien entendU; on ne suppose pas que le prolongement de 
AB pénètre dans la partie accessible. 

Dans celle-ci, traçons une droite A; soient A', B' les projec- 
tions de A, B sur A. Les angles AB'G, BA'D étant droits, 
traçons CD qui rencontre A'B' en J. Nous avons 

BB' = -=r7Tr-J AA' = 



B'D A'G ' 

par suite, 

BB- - Aà' = BK = TF«(5^ - J^) 
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D'autre part, le trapèze GA'JL donne {Première partie, § 14) 

I __ I I _ T I 

M) ~" ÏG "^ JL " ÎTC "^ FR* 
D'après cela, nous avons donc 

BK . B'R = èJW\ 
Celte égalité prouve que les triangles ABK, A'B'R sont 

semblables. Ainsi A'R est 
perpendiculaire sur AB. 
Incidemment, on voit que 






lU-V— Va 

I ^ /IN 




nous trouvons ici une so- 
lution du problème, envi- 
sagé d'ailleurs à la fin de 
ce chapitre, qui consiste à 
abaisser tme perpendiculaire 
svr vue droite inaccessible, 
Ce problème ne présente 
guère d'intérêt particulier; 
en effet, si l'on sait tracer 
des parallèles à une droite 
Fig.^23. AB(et nous avons résolu 

ce problème de plusieurs façons, dans les paragraphes précé- 
dents) on détermine, par cela même, au moyen de l'équerre, 
des perpendiculaires à cette direction. 

Mais l'évaluation de la distance du point donné à la droite 
inaccessible est au contraire un problème que nous n'avons 
pas encore abordé; on peut le résoudre comme nous allons 
l'indiquer. 

Considérons les triangles semblables AA'S, A'B'R; nous 
avons 

A'S B'R 



Mais 



donc 

A'R . A'C 

On calcule A'S : la distance inconnue est égale à A'S -h A'H. 

2<» La solution par le quadrilatère. — Lorsqu'on a déterminé, 



A'A 


A'R 


A'A- 


A'G ' 


A'S 


A'B'^" . B'R 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



87 




par une méthode quelconque, la direction de la perpendicu- 
laire OS abaissée, du point donné 0, g 
sur la droite AB, on peut calculer OS -^V 
en utilisant la propriélé classique des "' 
diagonales du quadrilatère. 

Ayant pris un point arbitraire M sur 
la partie accessible de OS, on a 

__!_ _ 2 I 

Os - ÔM" "" ÛK* 

Cette formule est assez commode, 
quand on fait usage de la table des 
inverses. 

Cette solution, et une autre (*), beau- pig, ^^4, 

coup pluscompliquée,ontété indiquées parScrvois(/oc.c?7;p.66) 
3® La solution par la Table des inverses. — Nous indique- 
rons, en dernier lieu, une méthode » 
particulièrement simple, surtout 
quand on fait usage d'une table des 
inverses. 

Soit A la droite inaccessible; par 
le point donné 0^ jalonnons une 
droite A' parallèle à A. On observe, 
sur A, UQ point visible B; soit P la 
projection de B sur A. Ayant effec- 
tué les jalonnements qu'indique la 
figure, on a {Première partie, § 14). 

I __ I I 

BP ""CK"" ÂH' 

(*) Cette seconde solution repose sur Tégalité bien connue 

— = mP - a)(P — à){p — c). 

Pour déterminer Tinconnue h^ il faudrait, par ce procédé, calculer les 
trois côtés du triangle OAB ; en particulier, AB, problème plus compli- 
qué certainement que celui qu'on propose. Servois, après Pavoir exposée, 
ajoute : c Cette solution est conforme, pour la marche, à ce qu'on pré- 
sente communément». Pour la marche, la solution en question ne sou- 
lève en effet aucune objection ; elle est, au point de vue théorique, irré- 
prochable. Mais s'il s'agit, comme dans Tespèce, d'une solution pratique, 
il faut avouer qu'elle est aussi mauvaise que possible ; c'est d'ailleurs 
l'opinion de Servois lui-môme. 




I N / 

: X 
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Les longueurs GK, AH peuvent être choisies aussi petites 
que l'on voudra et dans le voisinage même du point 0, si la 
région accessible se trouve très limilée ; c'est donc bien là, 
dans le sens que nous donnons à ce mot, dans cet ouvrage, 
une solution générale. 

70. La perpendiculaire à la droite inaccessible. — 

Si Ton sait tracer, dans la région accessible, une parallèle 
^ à une droite inaccessible AB, on sait, par cela 
même lui mener des perpendiculaires, et vice 
^ versa. On peut donc ramener le problème ac- 
tuel à celui qui a été traité plus haut, et qui 
permet de mener, par un point, une parallèle 
accessible à une droite inaccessible. Il n'est 
pourtant pas sans intérêt de le résoudre di- 
r rectement. 
'^' Soient a, p les projections de AB sur une 

V droite A, tracée dans la partie accessible. 
Fig. 226. Ayant déterminé, comme l'indique la figure, 
les points A', B' (*) en construisant les angles droits ApA', BaB', 
on a 

Par suite, B6 - Aa = BG = ^^ (^8 " ;^) ' 

Abaissons, sur ap, la perpendiculaire OH; les triangles sem- 
blables pOH, A'a,?, d'une part; aOH, aB'p, d'autre part, donnent 
les valeurs de B'p, A x; et l'on a 

(1) ^^ = Uh (*° ~ ^°^- 

Soit H' l'isolomique de H, sur ap. On a 

HH' = aH - pB, 
et l'égalité (1) devient 

BG _HH^ 
AC " OH ■ 




(*) Suivant uae expression que nous proposons dans le chapitre suivant 
A', B' sont les réciproques de A, B. 
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D'après cela, les triangles rectangles ABC, OHH' sont sem- 
blables, et la droite OH' est perpendiculaire sur A.B. 

En résumé, ayant déterminé le point par les perpendicu- 
laires aux lignes do visée aB, pA , on projette 0, en H, sur ap, 
et L'on prend l'isotomique do H par rapport à xp (aH' -Hp) : la 
droite OH', ainsi obtenue est perpendiculaire sur AB. 

La distance inaccessible AB se détermine bien facilement 
si Ton observe que 

AB^— .ap. 

Cette détermination delà longueur de la droite inaccessible, 
problème que nous allons développer dans le chapitre suivant, 
est suffisamment simple dans la pratique, lorsqu'il s'agit 
d'évaluer un segment très éloigné, si l'on peut tracer, dans 
la région accessible, deux parallèles aboutissant aux extré- 
mités du segment. On remarquera, en effet, que la hauteur 
OH est d'autant plus petite que les points A et B sont plus 
éloignés; la construction précédente pourra donc, dans ce cas, 
être effectuée, sans nécessiter l'emploi d'une grande étendue 

de terrain. 

(A suivre.) 

LES ÉQUATIONS DES POINTS REMARQUABLES 

UNE PROPRIÉTÉ NOUVELLE UE LA TRANSVERSALE DU TRIANGLE 

Par M. H. Plamenewsky, maître à TÉcole réale de Ternir-Khan- Gboura 



1. — Dans sa très intéressante étude « Géométrie du Iriangle » 
M. E. Vigariéfait le rappel , ^ & 

de l'ensemble des proprié- ^ ^^-^^^^ y\ 
tés des points remarqua- 
bles du triangle; il donne, 
pour chacun de ces points, 
les coordonnées normales 
ou barycentriques. Mais ^ 
pour tout point du triangle '^ "* 

il existe une équation caractéristique, de laquelle résultent 
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toutes les propriétés de ce point. Cest la transversale mobile 
passant par ce point qui donne cette équation. 

Considérons, en effet, la droite A qui, passant par le point 
donné M, coupe les côtés du triangle ABC aux points A^, B^, 
Cj. Soient x, y, 3, les coordonnées normales du point M, et 
^lî yi> ^1» celles d'un point quelconque N de cette droite A. 
Nous avons : 

xr.x= AjN : AiM; y^ : y = B^N : B^M; Z^ : Z = C^N : C^M; 
d'où, en posant AB = c, BC = a, AC = 6 : 

A^N ^ B,N , C,N 

«^^ = CT ^^' ^^^ = b;m ^y^ '''=g;m ''' 

D'autre part, nous avons les coordonnées étant prises en 
valeur absolue, 

aXi + c^i — byi = 28, ax + hy -h cz = 2S. 

Par suite, nous trouvons 
/A,N \ /B,N \ /NCi \ 

Mais 

A,N - A,M = MN, B^N n- MB, = MN , NC, - C,M = MN, 
régalité précédente devient donc 

ax bu CZ' 

TTTr- + TTTT- = O. 



O. 



MA, MBi MC, 

En posant, pour abréger, 

MA, = w, MBi = V, MCi = w. 

et en désignant par a, p, y, les coordonnées barjcentriques 

de M, réquation précédente prend la forme 

a S y 
(A)(*) - + Jl + I^o. 

Dans cette relation, a, p, y; Uy v, w ont, bien entendu, des 
signes convenables ; ceux de a, p, y sont déterminés par la 
règle connue; m, v, w sont positifs ou négatifs^ suivant que 
les longueurs MA,, MB,, MC, sont comptées dans le sens po- 
sitif ou dans le sens négatif, sur la transversale considérée : 
avec ces conventions, la formule trouvée est générale. 

Remarque. — Si le point M se trouve sur le côté BC nous 

(*) Cette relation est remarquable; elle donnera lieu sans doute à des 
applications diverses. G. L. 
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ax * O 



avons ' ' ' 



-— = - ; mais en général, pour toute position du 



X 



point M, -j--- = sin «pj, 9^ étant l'angle de la transversale avec 

le côté du triangle BG. Par suite, dans ce cas particulier, 
réquatiou du point est 



P Y 
a sin çj H- - -h - = o. 



2* -«La relation (A), qui estfondamentale, permet de trouver 
réquation d'un point, connaissant ses coordonnées barycen- 
triques (ou normales). En se reportant aux valeurs connues 
qui donnent ces coordonnées, on peut former le tableau sui- 
vant représentant, dans le système de coordonnées tangen- 
tielles que nous venons de définir, les équations de quelques 
points remarquables. 

- H h ^ = o . . . Centre de gravité 

u V w ^ 

- H 1 — = G . . . Centre du cercle inscrit 

u V w 

abc 

1 1 — = 0... 

u V w 

1 — = 0...) Centres des cercles ex-inscrits 

u V w 

abc 
u V w 

d'à ^t Qt 

1 — H — = G . . . Point de Lemoine 

u V w 

V — r= G . . . Centre du cercle circonscrit 

^^ u 



7. 71 :: . - = G . . Orthocentre 

V = G . . . Point de Nagel 
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. . Point de Gergonne 



^r 


I 

4- C 




I 

— • • — 

a u 


— 





h 

u 


V 


4- 


w 


— 


o 


h 


hH^ 


+ 


c^h^ 








Points de Brocard . 



u V w ) etc. . . . 

On observera encore que, étant donnée Téquation d'un 
point M, dans le système tangentiel proposé : 

ABC 

- H 1 = 0, 

U V W 

on détermineia facilement la position de M, dans le plan du 

triangle de référence, puisque A, B, G sont proportionnels 

aux coordonnées barycentriques de M. 

(A suivre.) 



RELA.TIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

ENTRE LES TROIS ANGLES d'uN TRIANGLE 

Par M. l'abbé E. CSelia, 
Professeur au Collège Saint-Quirin, à II uy (Belgique). 



On a, enlre les trois angles A, B, G d'un triangle recliligne, 
la relation 

A 4- B + G = :t. 

On déduit, de cette relation, un grand nombre de formules, 
parmi lesquelles nous signalons les cent-six formules sui- 
vantes, dont quelques-unes sont nouvelles : 

sin A + sin B + sin C = 4 cos - A cos - B cos - G, 

2 2 2 

sin A + sin B — sin C = 4sin - A sin- Bcos- G, 

2 2 2 

(1) ^ I . . . 

cos A -+- cos B -i- cos G = I + 4 sin - A sin - B sin - G, 

^22 2 

cos A + cos B — cos G = — I -f 4 cos - A cos - B sin - G ; 

^222 
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9 



(2) 



sin* -A+sin* - B4-sin*-G 

2.2 2 

sin* -A+sin* -B— sin*-G: 

2 2 2 

cos* -A4-cos'-13h-cos*-C 

2 2 2 

cos'-A+cos' -B— cos"-C: 

2 2 2 



I — 2sin-A8in -Bsin-U, 

2 2 2 

1 — 2C0S- Acos -Bsin-C, 

2 2 2 

2 -i-2sin - A sin - B sio - G, 

2 2 2 

2 cos- A cos - B sin - G : 

2 2 2 



(3j 



sin 2A -+- sin 2B -\- sin 2G 
sin 2A + sin 2B — sin 2G 
c )S 2A + cos 2B -+- cos 2G 
cos 2 A -h cos 2B — cos 2G 



4 sin A sin B sin G, 
4 cos A cos B sin G, 
— I — 4 cos A coi B cos G, 
I — 4sin AsinBcosC; 



(^) 



sin* A 4- sin' B 4- sin' G 
sin' A + sin' B — sin' G 
cos' A 4- cos' B 4- cos' G 
cos' A 4- cos' B — cos' G 



2 4-2 cos A cos B cos G, 
2 sin A sin B cos G, 
I — 2 cos A cos B cos G, 
I — 2 sin A sin B cos G ; 



(S){ 






sin - A 4- sin - B 4- sin - G 

• :.. 2 2 2 

1 4-' *| sin - (tc — A) sin - (tc — B) sin - (tu — G), 
4 4 4 

sin - A 4- sin - B — sin - G 
222 

— 14-4 cos -(tc— A) cos - (tt — B) sin - (tc ~ G), 
4 4 4 

cos - A 4- cos - B 4- cos - G 
222 

4 cos - (tt — A) cos- (tu — B) cos- (:r — G), 

4 4 4 . 

cos - A 4- cos - U — cos - G 
222 

4 sin - (tc — A) sin - (tc — B) cos - Ctc — G); 
^ 4 4 



94 
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(6) 



sin* - A + sin» - B + sin* - G 
4 4 .4 

2 COS -(tc — A) COS - (:c — B) cos - (tc — G), 

sin* - A 4- sin» - B — sin* - (J 
4 4 4 

2 sin - (ir — A) sin - (tt — B) cos - (:r — G), 

24 4 4 

cos» - A -+- cos» - B 4- cos» - G 
4 4 4 

3 I I I 

- + 2 cos - (7: — A) cos - (tï — B) cos - (:t — G), 
24 4 4 

cos» - A + cos» - B — cos» - G 
4 4 4 

+ 2 sin - (71 — A) sin - (tu — B) cos - (tt — G); 
4 4 4 



2 



0) 



sin kk •+■ sin ftB + sin kG 
4 sin - Aà sin kB sin - ftG, k 



2 



2 



4 cos - kk cos - A'B cos- kC, 
2 2 2 

4 sin - fcA sin - k Bsin- A;G, 
2 2 2 

4 cos - A'A cos - kB cos - AG, 
2 2 2 



= 41» 



fc 
fc 
A 



4m + I 

4m 4- 2 
4m 4- 3 



(8) 



sin AA 4- sin kB — sin AG 



4 cos - AA cos - kB sin -iG, 
2 2 2 



4 sin - kk sin - AB cos - AG, 
2 2 2 



= 4W 



A = 4m 4- I 



4 cos - A: A cos - kB sin- kC, A = 4m 4- 2 
2 22 

— 4 sin - fcA sin - fcB cos - kG, k = ^.m 4-3 
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(9) cos kk -r cos AB + cosftC 

— I + 4 cos - kk cos - kB cos -kC, k = 4m 

222 ^ 

I -+- 4 sin - AA sin - fcB sin - fcC, A = 4m 4- 1 
2 2 2 ^ 

— I — 4 cos - A; A. cos - A:B cos - AC, k = am + 2 

222 ^ 

— 4 sin - kk sin - fcB sin - AC, A; = 4m + 3 
2 2 2 ^ 



(10) cos fcA+cos kB — cos kC 

I + 4 sin - AAsin - fcB cos - kC, k=im 
^2 2 2 

— 1+4 cos - iAcos - kB sin - kC, fc=4m-h i 
^222 ^ 

I — 4 sin - AA sin - kB cos - AC, k=4^m -h 2 

<^ ^ ^ 

— I — 4 cos - kk cos - ABsin - kC, k=4in-h3 
^2 2 2 ^ 



sin"4A-hsin*fcB-hsin*fcG— —2— 2(— i)*cosAAcosABcosAG, 

siQ'/tA+sin*fcB— sîn*fcG= — 2(— i)*sinftAsinftBcosftG, 

^ ^ y co8*fcA+cos*AB4-cos*A;G=n-2(— i)*cosfcAcosABcostG, 

cos*AA-i-cos'AB+cos'fcC= i +2(— i)*siniAsinftBcosAG; 

/ i] sin (A H- ^ B) = S cos i (G - A) 

= — I 4- 4 cos - (A — B) cos - (B— G) cos - (G— A), 
(12) { 4 4 4 

S cos (A ■+• - B) = S sin - (G -A) 
2 2 

= - 4 sin - (A - B) sin - (B -G) sin - (G - A) ; 
4 4 4 

(A suivre.) 



I 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



279. — SiA-hB + G = 'rc, démontrer que Ton a 
l«>Scos3Acos(B-G)4-4Cos(A-B)cos(B-G)cos(G-A)=o; 
2« S cos« Acos(B - G) + cos (A - B)cos (B - G) cos(G - A) 

— 3 cos A cos B cos G — i = o ; 
30 S cos 3 A cos« (B -G) + 3cos(A- B)cos(B-G)cos(G- A) 

•+- 3 cos A cos B cos G -h i = o ; 
4« 2 sin* A sin (B - G) 

+ i6sin- Asiii-Bsin-Gsiii-(A— B)sin-(B— G)sin- (G — A) 
2222 -2 ^ 2 ^ ^ 

X sin-Asin-Bsin-G+cos-(A— B)cos-(B— G)cos-(G— A) =0; 
[2 2 2 2 2 2^ J 

5« tg»Atg«Btg>G~tg»A-tg»B - tg«G = 2 H- 2sécAsécBsécG; 

6- (i+tg^A)(i+lg^B)(i+tg^G)=2+2tg^Atc;^Btg-G ; 
4 4 4 4 4 4 

1^ (i H- cos - A) Ci 4- cos - B) ( i + cos - G) 

4 ' 4 4 

= 2-4-2 cos - A cos - B cos - G ; 

4 4 4 

8« (2+tg-A+cos- A)(2+tg-B+cos- B)(2+tg-G+cos-C) 
4 4 4 4 4 4 

= 4 (2 + tg - A tg - B tg - G H- cos - A cos - B cos - G) • 

4 4 4 4 4 4 

(E. Gelin,) 

280. — On a 

(a -f- c) (a -f- 2c) . . . (a + ne) + (— i)"-*(6 + c) (6 -h 2c) . . . 

(b -{- ne) = M[a -h b -\- {n -h i)cj. 

(Catalan.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



INTRIMEKIB CKNTRALli; DKS CHEMIffS DE FBR. — liiPRlUERIK CHAU. 
RUE BERGÈRE, S0| PARIS. — 673^3-8. 
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UN CHAPITRE D'ARITHMÉTIQUE 

NOMBRES INCOMMENSURABLES 
LIMITES — MESURE DES GRANDEURS — RAPPORTS 

Par M. €!• CiSrieM» professeur du cours préparatoire à Saiat-Cyr) 

au Lycée d'Alger. 



DES LIMITES 



10. Définition. — Nous pouvons maintenant étendre Tidée 
de limite et dire : 

Un nombre fixe a (œmmensurable ou non) est la limite d'un 
nombre variable x, lorsque la loi des variations de x est telle, que 
la différence a — x finisse par devenir et rester inférieure, en 
valeur absolue, à un nombre e donné à l'avance, si petit qu'il soit. 

11. Axiome. — Lorsque deux nombres variables sont tou- 
jours égaux, et que l'un tend vers une limite, l'autre tend vers 
la même limite. 

12. Théorème I. — Les termes successifs d'une suite œnver- 
gente ont une limite : cette limite est le nombre défini par la suite. 

Soit le nombre A défini par la suite convergente 

(1) a^ (^2 . . . t7n . . . 

Pour montrer que 

lim. On = A 
quandn croit indéfiniment, il suffit de faire voir que, pour n 
assez grand, la différence 

A — «H 

est, en valeur absolue , inférieure à un nombre e donné à 
l'avance, si petit qu'il soit; ou que 

val. abs. (A — On) — e < o 
La valeur absolue de (A — (i„) est définie par la suite 
v.a.(oj— a„),..v.a.(aj— an)..v.a.(aa-i — <?n)r • .v.a.(an-fp— «n). • • 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1888. 5 
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sa différence avec e est définie par 

(2) v.a.(ai — Un) — s, v.a.(aj — On)— e . . . v.a.(art4.p — ««)--£... 

Par hypothèse la suite (1) est convergente; on peut donc 
choisir n assez grand pour que 

V. abs. (Qn+p - a„) < e, 
quel que soit p. — A partir de ce rang n, les termes de la 
suite (3) sont constamment négatifs; le nombre correspondant 
est négatif, et 

val. abs. (A — a„) < e. 

Donc lim. a» = A 

quand n croit indéfiniment. 

13. Théorème II. -* Lorsqu'un nombre variable constam- 
ment croissant^ est assujelli à rester moindre qu'un nombre N, il 
tend vers une limite inférieure ou égale à ce nombre. 

Considérons la suite des valeurs que prend le nombre variable 

(i) a^ a^ . , , an . > . 

Je dis que cette suite est convergente. 

D'abord an+i — a« tend vers o quand n croit indéfiniment. 
S'il n'en était pas ainsi, on pourrait en effet trouver un rang 
w, tel qu'à partir de ce rang la différence On+i — «n fût supé- 
rieure à un nombre positif h. On aurait 

û^n+i — an > h, 



Ctn+p — an+p—i > n'y 
d'oïl ttn+p — On > ph, 

an+p > an -h ph. 
On pourrait choisir jo de façon que 

an + p/i > N; 
alors ttn+p serait supérieur à N, chose impossible par hypo- 
thèse. Aiosi, pour une valeur convenable de n, on a 

s 

On-f-l — ttn < - 

P 

e 

«n+2 — ^n-hl <C - 

P 
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e 

«n+p — «n+p-1 < - 

d'oîi a„ j-p — a„ < Ê 

et cela quel que soit p. 

Donc la suite (1) est convergente, et ses termes successifs 
ont pour limite le nombre A qu'elle définit. 
D'autre part, les termes de la suite 

ai — N a, — N . . . a„ — N . . . 
ne peuventjamais être positifs; donc le nombre A — N qu'elle 
définit est négatif ou nul. 

A<N. 

14. Théorème III. — On démontrerait de même le théo- 
rème suivant : Lorsqu'un nombre variable, constamment décrois^ 
santy est assujetti à rester supérieur h un nombre fixe, il a une limite 
supéiieure ou égale à ce nombre. 

12. Théorème IV. — Si deux nombres variables ont une 
différence qui tend vers zéro, et si l'un d*eux a une limite, Vautre 
a la même limite. 

Soient 

u j[t a^, • • • Ofi , • » . 

^1» ^2> • • • ^»*> • • • 

les suites de valeurs prises par les deux nombres. Les nombres 
de la première suite ayant une limite, cette suite est conver- 
gente; la limite est précisément le nombre A qu'elle définit (9). 
Considérons la suite 

0^ ~~" a^,»..o^ — t»2) • • • Ofi ""• Ofi • « • 
Par hypothèse, bn — an, tend vers zéro quand n croit indé- 
finiment; cette suite est donc convergente et le nombre qu'elle 
définit est nul. 
Donc la suite 
^1 + (*i - Oi) o« + (*i - o,) . . . o» -h {bn - On) . . . 
ou bi b^ . . * bn . ' . 

est convergente, et le nombre qu'elle définit est o + A; en 
d'autres termes 

lim. frn = A. 



j V*- L' '•" 






* 
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16. Théorème V (*). — Si on a deux suites de nombres 
positifs, tels que tout nombre de la première suite soit mmndre que 
tout nombre de la secmide et que la différence de deux nombres de 
même rang tende vers zéro, quand ce rang croit indéfiniment^ on 
peut affirmer que les deux suites ont une limite commune. 

Soient 

(1) a^ a, . . . an • . . 

(2) 6i fcj . . . 6n • . • 

deux suites de nombres satisfaisant aux conditions de l'énoncé. 

Si les nombres de la première suite vont constamment en 
croissant, comme ils restent inférieurs à b^ par hypothèse, ils 
ont une limite (10). Gomme par hypothèse 6„ - ««tend vers 
zéro, quand n croit indéfiniment 

(12) lim. bn = lim. «« 

et le théorème est démontré. 

Si les nombres de la première suite ne vont pas toujours en 
croissant, partons de a^ suivant Tordredes indices, prenons le 
premier nombre supérieur à a^, soit ap; à partir de ap conti- 
nuons et prenons le premier nombre supérieur à a^, soit «g, etc. 

Deux cas peuvent se présenter : ou bien à partir de l'un 
de ces nombres, on ne trouve plus dans la suite un nombre 
supérieur, ou bien la suite ainsi formée se prolonge indé- 
finiment. 

Premier cas. — La suite s'arrête ; soit a^ le dernier terme; 
alors quel que soit n 

an < Uq < bn 

et comme 6» — «n tend vers o, quand n croit indéfiniment il 
en sera de môme de chacune des différences 

aq — an bq — bn 

donc lina. «n = lim» bn = aq 

le théorème est encore démontré. 

Deuxième cas. — La suite se prolonge indéfiniment. 

tï| ap aq ... ttu a^» . • 



(•) Ce thëorème a été démontré pour la première fois par M. Jablonski 
dans les Nouvelles annales de i/at/iemotiçties, année 1881, t. XX, £•• série, 
p. 241. J'en reproduis l'énoncé et la démonstration à peu près tels qu'ils 
de trouvent dans ses Compléments d^Algèbre (Delalain, 1887). 



- - > 



r 
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Elle est formée de nombres tous croissanls et inférieurs à Aj, 
ses termes ont donc une limite Â. 

Le nombre n étant donné, On tombe entre a^ et a^ et Ton a 

A — a„ > A — an > A — a^; 

n croissant indéfiniment, il en sera de même de u et v, mais 

alors le premier et le dernier membre de rinégalité précédente 

tendent vers o ; il en est de môme du membre intermédiaire ; 

on a donc 

lim. ttn = A, 

quand n croit indéfiniment. 

Or, dans les mêmes conditions, 

lim. (6n- an) = 9; 

finalement, lim. 6» — lim. On = A. 

(A suivre.) 

LES ÉQUATIONS DES POINTS REMARQUABLES 

UNE PROPRIÉTÉ NOUVELLE UB LA TRANSVERSALE DU TRIANGLE 

Par M. Ho Plamenewsky, maître à TÉcole réale de Temir-Khan-Gboura. 

{Suite^ V. p. 89.) 



3. — La considération des coordonnées barycentriques per- 
met de résoudre, assez simplement, 
certaines questions élémentaires, rela- 
tives aux distances des points remar- 
quables. Nous allons considérer un 
point quelconque M, donné par ses 
coordonnées barycentriques (a, p, y) et 
nous nous proposons de déterminer la 
distance S de ce point M au centre 
du cercle circonscrit au triangle de 
référence. 

La droite AM rencontrant BG en Â^, on a 

CA. p' 
d'oîi BA.4 = -^, CA, = ^^ 
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Le théorème de Stewart, appliqué à la détermination de AA^, 
donne AA, = v/Pr(ft' ^ C - a') ^^T,±j!l' . 

La droite AA^ rencontre, en N, le cercle circonscrit et Ton a 

AiN.AAj = BAj.GAi; 

. . T^ a*PY 

puis AiN = TT ,- , =. • 

(P + V\/pf{b* -+- c» - a») H- c*p« + 6V 
Enfin, si Ton observe que 

MAj _ > 

,^ A Ai "" a 4- p + Y ' 
on trouve. 

MA. MN •= (AA, ^ A,M)(AiM- 4- A^N), 
ou, après calcul, v 

(« + P + y)' 

Cette formule, comme on le voit, fait connaître, en coordon- 
nées barycentriques, la puissance du point M, par rapport au 
cercle circonscrit. 

En appelant R le rayon de ce cercle, on a 

MA.MN = (R + 8)(R - 8) = R* - S«, 

Donc, finalement, 

(a + p + y)V 

Application. — 1" Pour le centre de gravité, OGi = 8,, 

a = p = y: 

9 

ot 6 Y 
2^ Pour le centre I, du cercle inscrit, 01 = 8,. - = f = - ; 

abc 

R.-^= ^^ =.Rr. 

a + rh c 

a B Y 
3* Pour le point de Lemoine, KO = 5^, — = ^ = —-; 
*^ a* 6* c* 

R._8|= 30^ g^ 

a« H- ft" -H c* 
Nous ferons observer, en terminant, comment on obtient les 
équations des points associés à un point donné M. 



a* 




6« 




-H 




9.U 




'iv 


qp 




fcP 




-+- 




TU 




pv 


yP 




^ 




-*- 




u 




V 
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4. — Soit * + 1 -H I = o, 

u V w 

réquation de M; en adoptant la terminologie proposée par 

M. de Longchamps, nous pourrons former le tableau suivant ; 

h -7 — I — o . . . point réciproque Mo, 

au pv yw ^ r ^ o 

c* 

— = o . . . point inverse M,, 

— = o , . . point réciproque d'ordre p, M*», 

Y** _ potentiel d'ordre p, associé 

w " " ' à M, Mp, 

aP ¥ ^ _ potentiel proprement dit, 

u "v "mT ~ • • • de Tordre p. 

On peut pourisuivre ce tableau en y faisant successivement 
entrer : les points complémentaires, les points supplémentai- 
res ; les brocardions, les isobariques et les semi -réciproques, 
les points algébriquement associés, etc. 

6. — Parmi les points remarquables du triangle, on peut 
distinguer ceux dont l'équation est indépendante des para- 
mètres algét^riques et que, pour cette raison, on peut appeler 
^nU numériques. Nous citerons le centre de gravité, dont 
l'équation est 

I I I 

- H 1 = O, 

U V W 

et, naturellement, les points qui leur sont algébriquement 

associés et qui correspondent aux équations 

lit III III 

— -H 1 — = 0, 1 — = o, -H = o. 

u V w u V w u V ÎV 

Tels sont encore les points numériques harmoniques (*) corres- 
pondant aux équations : 

2 11 12 1 112 

-H 1 =0, -H 1 =0, -H 1 =0. 

U V W u V w u V ÎV 

et leurs points algébriquement associés, etc.. 



(*) Ces points sont les milieux des médianes. 
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Ces points numériques nous paraissent appelés à rendre de 
réels services dans la solution des questions pratiques telles 
que celles que soulève M. de Longchamps dans son « Esêai 
9ur la Géométrie de la règle et de Péquerre ». Car les égalités 
utilisées pour la solution des problèmes en question, sont 
précisément celles qui représentent les points numériques 
signalés ci-dessus. 



RELATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

ENTRE LES TROIS ANGLES d'uN TRIANGLE 

Par M. l'abbé E. «elin. 
Professeur au Collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique). 

[Suite, V. p. 92.) 



(13) 
04) 



S sin A cos B cos G = sin A sin B sin G, 
2 cos A sin B sin G = i + cos A cosB cos G; 

2 sin A cos (B — G) = 4 sin A sin B sin G, 

S cos A cos (B — G) = I +4 cos A cos B cos G ; 

S sin» A sin (B - G) = o, 
S sin» A cos (B — G) = 3 sin A sin B sin G, 
(15) { Scos»Asin(B-C)+sin(A-B)sin(B-C)sni(G-A)=o, 
Scos»Acos(B-G)H-cos(A-B)cos(B-G)cos(G-A) 
— 3 cos A cos B cos G — i = o ; 

2 sin 3A sin (B - G) = o, 
S sin 3A cos (B — G) = o, 

S cos 3A sin (B - G) 
4- 4 sin (A — B) sin (B^'— G) sin (G — A) = o, 

S cos 3A cos (B - G) 
-h 4Cos(A — B)cos (B — G} cos (G — A) — i = o; 

S sin 3A sin» (B - G) = o, 
S sin 3 A cos» (B — G) = sin 3 A sin 3B sin 3G, 

S cos 3 A. sin» (B - G) 

+ 3 sin (A - B)sin (B - G) sin (G - A) = o, 

Scos3Acos»(B-G)-3cos(A-B)cos(B-G)cos(G-A) 

-h cos 3A cos 3B cos 3G H- i = o ; 



(16) 



(17) 



(18) 
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S sin» A sin» (B - G) 
= 38iiiAsinBsinGs'n(A-B)8in(B-G)sin(C-A), 

S sin A sin» (B -. G) 
:=48inA8inBsinGpin(A— B)8in(B— Gjsin(G— A), 

SsinAsin3(B-G) 
~— i68inAsinBsinGsin(A— B)sin(B— G)8in(G— A), 

Ssin»Asin(B-G) 
= — sinAsinBsinGsin(A— B)8in(B— G)sin(G— A); 



i I i 3 3 3 

S sin»A=3co8-A cos-Bcos-G-i-cos-Acos-Bcos-^^ 

2 2 2 2 2 2 

(19) l s cos* A = I -h 3 sin - A sin - B sin - G 

\ ^ ^ 2 2 2 

3 3 3 

— sin - A sin -B sin - G; 

2 2 2 



(20) 



3 I 

Ssin*A=-4-2COsAcosBcosG+-cos2Acos2Bcos2G, 

2 2 

s COS*A= 2C08AC0sBc0sG-4- -C0S2AC0S2BC0S2G 

2 2 



Ssin2Asin*A=2sinAsinBsinG+sin2Asin2Bsin2G, 
2sin2AcosM=2sinAsinBsinG— sin2Asin2Bsin2G, 
2 cos 2 A sin' A = — i — 2 cos A cos B cos G 
( ' ^ — cos 2 A cos 2B cos 2G, 

S cos 2A cos* A = — 2 cos A cos B cos G 
+ cos 2 A cos 2B cos 2G; 

S sin A sin (A — B) sin (A — G) = sin A sin B sin G 

— sin 2A sin 2B sin 2C, 
S sin A cos (A — B) cos (A — G) = 3 sin A sin B sinG 

+ sin 2 A sin 2B sin 2G, 
^ ^ \ S cos A sin (A — B) sin (A — C) = cos A cos BcosG 

+ cos 2A cos 2B cos 2G, 
s cosAcos(A— B)cos(A— G)=i + 3cosAcosBcosG 

— cos 2 A cos 2B rc^s 2G; 
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(23) 



(24) 



(28) 



(26) 



(27) 
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I -h cos A cos B cos C 



= sin' A-h sinBsinC cosA= 
=sin'B4-smGsinAcosB= 



= sin»G-f-siiiA8inBcosC= 



sin* A cosB — sin'B cos A 
sin (A - B) 

sin* B cosC — sin'C cos B 
sin (B - G) 

sin'GcosA— sin'AcosG ^ 
sin (G - A) ' 

(cos A -\- sin A)(cos B ■+- sin B)(cos G -h sin G) 

=4COS-7rCOsf -TC — A jCOSf-'TC— BjCOsf- 7C —G) 

= 1 -<- 2 sin À sin B sin G 4- 2 cos A cos B cos G, 
(cos A — sin A) (cos B — sin B) (cos G — sin G) 

=48in-'ï:sin(-ir — A jsin(-7c— Bjsinf-7r — G) 

^ = I — 2 sin A sin B sin G + 2 cos A cos B cos G ; 

tg AA -h tg iB + tg kC = tg A;A tg fcB tg AG, 
tg ÉA — cot kB — cot kC = tg kk cot kB cot AG, 
cot kk cot kB + cot kB cot kC h- cot kC cot fcA = i , 



cot AA + cot kB 



= i; 



tg A;A + tg AB 
cot- A + cot- B + cot-G = cot- Acot-Bcot- C, 

2 2 2 2 2 2 

cot-A - tg- B - tg -ÎG = cot- A tg i B tg -G, 

2 2 2 2 2 °2 

tg-AtgiB + tg-BtgiG-Htg-Gtg-A= T, 



2 



2 



tg^A 



tg-B 



cot -A + cot -B 

2 2 



= 1 



cot kk + cot kB + cot kC 
_ — (— i)* + cos AA cos kB cos kC 
~~ sin kk sin kti sin kC 

cot kk - tg AB - tg kC 
_ (— i)* -h cos fcA sin kB sin kC 
sin AA cos AB cos kiJ 
StgAAtgAB= I -(- i)*sécAAsécfcBsécAG; 
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(28) 



l29) 



(30) 



(31) 



\ 



tg-A 4- tg-B -+- tg-G 

2 2 ^2 

I -h sin - A sin - B sin -G 
_ . 2. 2 . 2 

cos -A cos -B cos - G 

2 2 2 . 

cot -A 4- cot -B — tff -G 

2 2 ^^ 2 

I — COS -A COS -B sm -G 

__ 2 2 2 

sin -A sin -B cos - G 

2 2 2 

Scot-Acot-B= I + Goséc-A coséc-Bcoséc-G; 

2 2 2 2 2 

tg»A tg'B tg«G - tg«A - tg>B - tg'G 
= 2 séc A séc B séc G + 2, 

tg«Atg.Btg'G-tg.A-tg.B-tg.C= i^^ ; 

s/^ + ^l3i = séc A séc B séc G - 2, 
VtgB tgA/ 

séc A sécB 8écG(i + séc A sécB séc G) 
= (tg»A + tg'B + tgAtgB+tg'Atg'B)(n-tg«G) 
= (tg»B + tg'G + tgBtgG + tg»Btg«C)(r +tg«A) 
= (tg'G+tg'A + tgGtgA + tg'Gtg«A)(n-tg»B); 



(.-HtgiA)(i4-tgiB)(.+tgiG) 



- 2 + 2tgiAtg-Btg--G, 
4 4 4 



f i4-cotiAYn-cot-BVi4-cot-Gj 



= 2 + 2Cot -A cot -B cot -G, 
4 4 4 



{' 



I 



+ tg-A + cot 
4 4 

(2-HtglG-HCOtiG) 



l-)i- 



tg-B 
4 



cot 



'^) 



= 4(2+tgUtgi 



B» g -G + ofot-Acot-Bcot-C ) 
4 4 4 4 4 / 
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Dans ces formules, fc représente un cn/wr ç^Mc/conqfue, positif 
ou négatif. 
On obtient d'autres formules, si, au lieu de A, B, G, on met 

-T-K — A, ^'^ "" ^- f'^ " ^• 

ou -7t A, -ir Jc>, -TC Kjj 

2 2 2 2 2 2 

OU, plus généralement, 

X étant un nombre quelconque {*). 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G. de liong^ehamps* 

(seconde partie) 

(5i«»/c, voirp. 58.) 



CHAPITRE VII 

LA DISTANCE DE DEUX POINTS INACCESSIRLES 

Parmi les 'problèmes de la Géométrie pratique, concernant 
deux points inaccessibles, le plus important est celui que nous 
abordons maintenant. Nous voulons parler de la détermination 
de la dislance de ces deux points. De nombreuses solutions 
ont été proposées pour cette question ; nous ferons connaître 
les principales, en mentionnant les avantages ou les inconvé- 
nients qu'elles nous paraissent présenter. Nous indiquerons 
aussi d'autres solutions, plus simples ou mieux appropriées à 

(*) Page 95, dans loi» formules (9), le premier terme de la dernière ligne 
est z. 

Même page, dans la formule (11), le troisiôme terme de la dernière ligne 
est — cos* AC. 
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certaines difficultés. La marche que nous indiquons ici^ pour 
les développements qui vont suivre, est d'ailleurs, comme on 
peut Tobserver, conforme au plan que nous avons adopté dans 
la rédaction des chapitres précédents. 

71. La méthode cartésienne. — Voici quel est le prin- 
cipe de cette méthode. Imaginons une figure inaccessible F 
constituée par un 
certain nombre de 
points A, B, C, ... 
Traçons, dans la 
région accessible, 
deux droites rectan- 
gulaires OX, OX' 
et, au moyen de 
réquerre d'arpen- 
teur, déterminons 
surOXetsurOX'les 
points a, 6, c, . . . , 
d'une part; a', 6', Fig- ^V. 

c', . . . d'autre part; représentant les projections, sur ces droites 
des points A, B, G, ... Si les deux ponctuelles a, b, c, ... ; 
a', y, c', ... sont situées dans la région accessible, on com- 
prend que des mesures effectuées sur elles permettront de 
déterminer certaines longueurs relatives à la figure inacces- 
sible F. Tel est, en peu de mots, le principe de cette méthode: 
on voit pourquoi nous la nommons méthode cartésienne (*). 

En particulier, si nous considérons deux points A etB; 
après avoir relevé les longueurs oô, a'6', nous aurons la dis- 
tance inconnue AB par la formule 

AB = \/{ab)^ -h (a'by . 

Si l'on veut éviter tout calcul, on pourra, au moyen d'un 

cordeau, prendre 

Op - ab, Oa = a'6'; 

alors ap est la longueur cherchée. 

(^} L'idée que ^ous exposons ici, qui repose sur la considération de 
deux aires tracés dans la partie accessible, se trouve appliquée à la mesure 
des aires des poly$çones inaceesslbles dans les éléments de Géométrie de 
Tabbé Reydellet, revue par Tabbé RebouU 7* édition, p. 499. 
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Dans le cas oîi Ton ne posséderait qu'une fausse équerre, 

on répéterait les construc- 
tions précédentes, comme 
rindique la figure 228. On 
jalonne les droites OX, OX', 
sur deux lignes de visées 
fournies par les branches 
de la fausse équerre, sup- 
posées fixes pendant tout 
le cours des opérations. 
Le triangle Oap, ainsi déter- 
minéy est égal au triangle 
CAB; onadonc encore 
ap= AB. 

^•^* ^^ 72, La méthode pseu- 

do-cartésienne. — La solution que nous venons d'exposer 
est, au point de vue pratique, soumise à une objection sérieuse 

elle exige, en effet, 
\ que les segments ab, 

a'b' soient situés, l'un 
et l'autre, dans la ré- 
gion accessible; or, 
quels que soient les 
axes OX, OX' choisis 
dans cette région, il 
peut se faire que l'un 
au moins de ces seg- 
ments soit rej été dans 
la partie inaccessible. 
Lorsque cette cir- 



/ \ 




Figt* 999. 



constance se présente, voici comment onpeut modifier la 
méthode précédente. 

Il est toujours possible de choisir l'un des axes (OXj, par 
exemple) de façon que la projection ab, de AB, sur cette droite, 
se fasse dans le voisinage du point 0. Si l'on jalonne ensuite 
une droite OX' faisant, avec OX, un angle suffisamment obtus, 
la projection a'6' de AB, sur OX', se fera, dans le voisinage du 
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point 0. Cela posé, prenons OH = a' 6', OK = ab ; les perpen- 
diculaires élevées aux points H, B, aux axes OX, OX',, se cou- 
pent en un certain point I ; 01 est une droite égale et parallèle 
à AB. On le voit immédiatement en observant que, si l'on mène 
01 égale et parallèle à AB, les projections de 01, sur les axes 
OX, OX', doivent être respectivement égales à aft et à a'b\ 

Remarque I. — En appliquant cette méthode, on doit 
soigneusement observer que les distances OH et OK doivent 
être non seulement égales aux longueurs respectives a'b\ ab, 
mais qu'elles doivent encore avoir la même direction. 

Remarque IL — La solution précédente donne lieu à une 

vérification qu'on ne doit pas négliger, si l'on veut opérer 

avec exactitude. En plaçant la fausse équerre au point 0, on 

pourra relever l'angle AOI; supposons que cet angle soit aigu. 

Alors, après avoir transporté l'instrument en I, les branches 

étant restées invariables, l'angle OIB, observé en I, doit être 

égal à l'angle obtus, marqué par ces branches. 

(A suivre.) 

CORRESPONDANCE 



Extrait (Tune lettre de M. Neuberg (*). 

... Effectivement le théorème de M. Fitz-Patrick (/. M. E. 
1888, p. 18) est un cas particulier d'une proposition que j'ai 
énoncée dans une Note faisant suite à un article de M. Q^arry 
sur les Propriélés générales de trois figures semblables {Mathesis, 
t. II, p. 71) et qui m'avait été suggérée par un théorème de 
M. H. Van Aubel (Malhesis^ t. I, p. 106). Il a été retrouvé der- 
nièrement par M. Catalan (J6mJ., t. VII, question 586), et j'en 
ai proposé une généralisation et un complément dans la ques- 

(*) M. Tarry ayant attiré notre attention sur le rapprochement à établir 
entre la question 211 et un théorème de M. Neuberg, nous avons invité 
notre honorable collègue de l'Université de Liège à nous communiquer 
quelques renseignements sur ce sujet. Il répond, dans la lettre qu'on va 
lire, avec sa compétence et son obligeance habituelles, à la demande que 
nous lui avions adressée. (G. L.) 
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tion 587. Ou peut également le rattacher à de belles recherches 
-de M. Maunheim sur le limaçon de Pascal (Nouvelles Annales^ 
i« série, t. XV, p. 289; Mathesis, t. I, pp. 43 et 66). 

La question présentant un grand intérêt, vos jeunes lecteurs 
vous sauront gré de leur faire connaître quelques détails sur 
la théorie générale (**) dont elle dépend. 

1. Soit ABC. « . ^ P une ligne brisée quelcooque. Sur les 
rayons vecteurs SA, SB, SG . . . allant d'un point fixe S aux 
sommets de P, prenons les longueurs SA', SB', SC, . . . 
proportionnelles à ces rayons; nous aurons les sommets d'une 
ligne A'B'C ,.. :s P' homothétique à P. Faisons tourner P 

d'un angle quelconque 
autour de S; soit A^B^ 
Cl . . . :s Pi lanouvelle 
position de P'. Les lignes 
P, Pj seront simplement 
semblables, et S en est 
le centre de similitude ou 
le point double. 

Réciproquement, 
étant données deux li- 
gnes polygonales direc- 
tement semblables P et 
Pi, il existe toujours un 
point S, tel que l'on peut 
déduire Pi, de P, en modifiant dans un rapport constant les 
rayons vecteurs allant de S à tous les points de la ligne P ; puis 
en faisant tourner ensuite les nouvelles extrémités dos rayons 
vecteurs d'un certain angle autour de S. En effet, si X est 
l'intersection des droites AB, AiBi, les circonférences XAA^, 
XBBi se coupent en un point S, sommet de deux triangles 
équiangles SAB, SAiB^, et il est facile de voir que les trian- 
gles SBG et SBiCi, . . . sont semblables. La similitude des 
triangles SAB, SAiBi entraînant celle des triangles SAAi 




(**) La théorie du centre de similitude, avec ses applications, est très 
bien exposée dans Topuscale « Méthodes et Théories pour la résolution 
des problèmes de constructions géométriques » par Pétersen. 
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SBBi, nous voyon saussi que les circonférences YAB, YAiB^, Y 
étant le point de rencontre des droites AÂ^ et BB^, passent par 
le même point S; ce qui démontre un théorème connu. 

La double opération qui nous a servi à passer de P à P, 
peut être énoncée autrement : Sur les rayons vecteurs SA,SB,SG 
(Tune ligne brisée^ on construit des triangles directement sem- 
blables SAAjjSBB^, SGGi, ... ; les points A^. B^. G^. sont les 
sommets d'une ligne semblable à P. 

2. Divisons, dans un même rapport, les droites AA^, BB^ 
GCi,..., qui joignent les sommets de deux polygones directe- 
ment semblables P, Pi ; soient a,, 6^, Cj,... les points de 
division. Les triangles SAa^, SBô^, SGc^. . . étant semblables, 
le polygone a^biC^. . . est semblable à P et Pi (Théorème de 
M. H. Van Aubel ; voir Mathesis, t. I, pp. 95 et 106). 

Plus généralement, si Ton construit des triangles directe- 
ment semblables AA^a^, BBi^i, GGiCi,..., les points ai,fri, Cp.., 
sont les sommets d'un polygone semblable à P et P^. 

3. Considérons plusieurs lignes brisées semblables P, P^, 
P„ . . . P„. Affectons tous les sommets de P d'une masse m^ 
ceux de P^ d'une masse m^, ceux de P, d'une masse m„ etc. 
Pour trouver le centre de gravité des points A, A^, Aj. . ., on 
divise AA^ au point a^, dans le rapport m^ : m, aA, au point a, 
dans le rapport m, : m -h m^, et ainsi de suite. D'après ce qu'on 
vient de voir, les lignes polygonales aj)^c^.,^aj)^c. . ., a^b^fin 
. . » sont semblables à P, P^, . . . 

4. Ces propositions s'étendent immédiatement à des courbes 
semblables. 

Donc : Si plusieurs masses m, m^, m,. . . décrivent, simulta- 
nément, des courbes semblables, de manière à se trouver, à chaque 
instant, en des points homologues de ces lignes, leur centre de 
gravité décrit une ligne semblable à ces courbes. 

5. Deux casparticuliers conduisent à des résultats fort curieux 
Considérons d'abord deux mobiles parcourant, avec des 

vitesses constantes les droites XA, XA^. Soient (A,Ai),(B,Bi), 
(^< Gi), . . . des positions simultanées de ces mobiles. Les 
deux systèmes de points A, B, G..., Aj, B^, Ci..., étant sem- 
blables, on a le théorème suivant : 
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Lorsque deux mobiles A, A^ parcourent uniformément ha droites 
XYjXYi, la circonférence XAA^ passe par un point fixe S ; 
le sommet a d'un triangle AA^a, qui reste toujours senUtlable à 
lui-mémCj décrit également une droite avec une vitesse constante. 

De ce que la droite AA^ est vue, de S, sous un angle constant, 
on peut conclure qu'elle enveloppe une parabole tangente à 
XY et XYi, et ayant pour foyer le point S (*). 

Il résulte, du 4^, que : Si des mobiles de masses m, m^, m,. •• 
sont animés de mouvements rectilignes uniformes, leur centre de 
gravité a au>ssi un tel mouvement {**). 

6. Deux circonférences quelconques (0), {0^} situées dans 
un même plan peuvent être considérées, d'une infinité de 
manières, comme deux figures directement semblables : au 
rayon OA de la première, faisons correspondre un rayon 
qu>elconque O^k^ de la seconde ; si ces droites tournent avec 
la même vitesse angulaire (dans le même sens) autour des 
centres, leurs extrémités gradueront semblablement les deux 
circonférences. Soit X le point de rencontre des rayons 
homologues OA, OjA^ ; ce point décrit une circonférence (w'). 
passant par et 0^. Les circonférences XAA^ et XOOj se 
coupent en un point S autre que X ; S est le centre de simi- 
litude correspondant au mode actuel de graduation. Lorsque 
ce mode change, S décrit la circonférence de similitude, laquelle 
a pour diamètre la distance des centres d'homothétie de (0) 
et (Oi) ; car hîs lignes homologues SO, SO^ sont propor- 
tionnelles aux rayons R, R^. 

D'après le 4®, un point a qui divise, dans un rapport constant, la 
distance de deux points homologues AA^ décrit une circonfé- 
rence (***). 

Plus généralement, le sommet a, d'un triangle AA^a qui 
reste toujours semblable à lui-même, décrit une circonférence, 

(*) Lorsque les trajectoires A, Ai ne sont pas dans un même plan, la 
droite AA^ engendre un parabololde hyperbolique. 

(**) Cette proposition subsiste également dans le cas où les trajectoires 
ne sont pas situées dans un même plan ; car, une projection cylindrique 
des mobiles faite sur un même plan, n'altère pas le caractère de leurs 
mouvements. 

(***) La démonstration de M. Grabit(/. Af . £. 1888, p. 20) s'applique éga- 
lement au cas où la droite A A, est divisée dans un rapport constant. 
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dont le centre o est le somme t d'un triangle 00^0 semblableà AAa . 

La droite AAj enveloppe une conique, dont il est facile de 
déterminer les axes. 

En effet, soient a, 0^ les projections de S sur les droites AA^, 
OOi. Le triangle SAA^ étant toujours semblable à lui-même, 
le point a divise AA^ 

dans un rapport con- Sz^ re- 

stant et, par suite, 
décrit une circonfé- 
rence dont le centre 
est évidemment Oj. 
Donc d'après un thé- 
orème connu, la droi- 
te AAj enveloppe une 
conique dont le cer- 
cle principal a pour 
centre Og et pour 
rayon 0,a ; les foyers 
de cette courbe sont 
le point S et son sy- 
métrique par rapport à 0,. 

Pour trouver le point de contact de AAi avec son enveloppe, 
considérons un second couple B, B^ de points homologues des 
deuxcirconférences (0) et (Ot), et soient Y lepoint de rencontre 
desdroites AB et AtE^, Z celui des droites A Ai et BB^. Les quatre 
circonférences YAAj, YBB^, ZAB, ZA^B^ passent par le centre 
de similitude S. Si Ton fait tendre B vers B^, la limite du point 
Z est à la rencontre de AAj avec les deux circonférences pas- 
sant par S et touchant les circonférences (0), (0^) respec- 
tivement en A et A^. 

Autrement. Les triangles ZAB, ZA^B^ donnent. 

ZA _ sin ZBA Zk^ _ sin ZB A 

AB "" sin AZB ' A.B^ "" sin A^ZB^ ' 
ZA AB sin ZBA R sin ZBA 




d'où 



ZÂi " A^Bi sinZBiAi ~ R^ sin ZBiA^ 
ZA _ R cos OAAi 
ZA, " RcosOjA^A* 
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Donc le point de contact de AA^, avec son enveloppe, divise 
AA4 dans le rapport des cordes interceptées, sur cette droite, 
par les cercles donnés (*). 

8. Nous avons vu (§ 6) que la circonférence X A A^ passe par un 
point fixe S. On démontre facilement que son centre a> décrit 
une circonférence- CJfonnAeimj ; car les perpendiculaires aux 
milieux des droites XO, XA, XO^, XA^ forment un parallélo- 
gramme de grandeur constante, les angles étant invariables et 

les hauteurs égales à -:R,-Ri; la diagonale wo)' est donc con- 
stante. 

Il résulte de là que la circonférence XAAj enveloppe un 
limaçon de Pascal. En eflfet, l'enveloppe est le lieu des symé- 
triques de S par rapport aux tangentes menées à la circonfé- 
rence que décrit le centre (o (Mathesis^ 1. 1, p. 67). 

Soit T le point de concours des tangentes menées en A et A^ 
aux cercles (0), (Oi). M. Mannheim a observé que le pointT décrit 
un limaçon de Pascal ayant pour pôle le centre de similitude S. 
Voici une démonstration très simple de ce théorème. Les tan- 
gentes AT, AjT étant des lignes homologues par rapport aux 
deux cercles (0), (0)i, leurs distances à S sont dans le rap- 
port R : Ri, et comme elles font un angle constant, Tangle STA 
est invariable; (**) donc T décrit une podaire oblique de S par 
rapport à chacun des cercles donnés. 

9. Le théorème de M. Fitz-Patrick admet encore la généra- 
tion suivante : Des droites OA, O^Aj, 0,A„ . . . tournent avec la 
même vitesse angulaire autour de leurs extrémités 0, 0^, 0,, ... ; 
leurs secondes extrémités A, A^, A,, . . « étant affectées de masses 
quelconque m, m^, m„ ..., te barycentre (***) de ces masses décrit 
une circonférence ayant pour centre te barycentre des points 0, 
Oi, Oj . . . chargés des mêmes masses m, m^, m„ . . . 

{*) Nouvelle Correspondance, t. VI, p. 463 et 514; Mathesis, 1. 1, p. 66. 

(**) G^est ce qu^on peut également déduire du quadrilatère inscriptible 
SATAi : angle AjTS = SAA, = const. 

(*"**) Menons, par un même point U, les droites UD, UD^, UD,, égales et 
parallèles à OA, OiAi, O^A, ; lorsque m, mi, m, sont proportionnelles aux 
aires UDiD,, UD^D,, UDDi, le barycentre de ces masses placées en A, A,, 
As, est immobile. 
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Comme M. Tarry Ta fait remarquer, si les rayons OA, O^A^ 
tournent avec la même vitesse angulaire en sens contraire, le 
bary centre des points A, A^ décrit une conique. 

Le théorème du §4 subsiste encore pour des courbes homo- 
graphiques quelconques, pourvu que la droite de Tin fini soit 
sa propre homologue par rapport à ces courbes. C'est ce qui 
résulte des formules de transformation 

X = cix' -h by' -i- c, t/ = ttiX' + biy' -f- q, 
propres à ce cas. 



EXERCICES DIVERS (Suite.) 

Par M. Bouciii.. professeur au collège de Courdemanchc. 



67. — On considère un demi-cercle de rayon R, de diamètre 
Afi, dont on partage la circonférence en n parties égales, aux 
points Bi, B,, ... B„_j. Vers quelle limite tend la moyenne 
arithmétique des cordes AB, AB^, AB,, . . . quand n augmente 
indéfiniment? 

Soit S la somme de ces cordes. 

T^ r iï i 2'ïc (n — I )tc1 

s = 2R I + cos h ces h ... -h ces , 

|_ 2n 2» 2n J - 

sm - cos ( ) 

4 \4 4»/ 



2R 



sm — 
4n 



u 



lim- = R.2 8ia-co8(î-^V-( ^2_ 
n 4 \4 4n/ n\ . u 



^' \ sm 

\ 4W. 

,. S 4R 
lim —zzz-^—» 
n ic 



68. — On considère deux axes rectangulaires Ox, Oy ; on 
prend, sur Ox, une longueur OA = a; on partage OA en n par- 
ties égales, sur chacune desquelles, comme diamètre, on 
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décrit une circonférence. D'un point fixe P de Oy, on mène 
une tangente à chacune d'elles. Quelle est la limite vers laquelle 
tend la moyenne arithmétique des carrés de toutes ces tan- 
gentes, quand n augmente indéfiniment, OÂ restant fixe? 

La distance du centre du p"* cercle, à O, est donnée par la formule 

(20— ly 

d'où, pour la tangente TP : 

puis, pour la somme S des carrés des tangentes, 

S = nPO»-f-?|s;*p(p-i) 

=:ttPO«H— .-L^ i. 

n* 3 

Doue lim - S = PO» -h lim ^/i - 1) r= PO» + ~ 

n 3\ nv 3 

69. — Calculer les angles d'un triangle connaissant l'angle 
de Brocard 6 et sachant, en outre, que Ton a : 

sin 2A + sin 2B 4- sin 2G = — : • 

cotg 6 — I 

Prenons cotg A, cotg B, cotg G pour inconnues, x^y^z, et obseryons 
que 

2 cotg A 



sin 2A = 



1 + cotg*A 
Les équations du problème sont : 
(1) cotg ^=x-\-y-{- z = Sx, 

(i) i =zxy -h xz -\-yi== Sa^, 

X y z I 

H 7— .-h 



i-hx* I -h î/* I -h «« cotg 6 — I 
Cette dernière équation peut être écrite ainsi : 

a;(i-hy»)(i+g»i+y(iH-a?')(i+g»)+g(i-f-a;«)(i-4-?/'} i 



ou 



( I +x^i-^-y^){i-hz^) cotgO — I 

Sa? -H Srj/* -H xyxïlxy i 



I -h Sa?» -h Sa? V + a;*y V cotg — i 
Tenant compte de (1) et (2), et observant que 

Sa;> = (Sa?)» — 2Saîy = cotg* 6 — i, 
Saw/» = Sa^.Sr — ixyz = cotg 8 — 3xyz\ 
y:a^y^ = (Soîj/)» — ^xyzllx z= i — 2a;y« cotg 6, 
(3) devient 

2 (cotg 6 — ocyz) I 

a;«y«j5» -. 2C0tg 6 ocyz -h cotg^e ""cotgO— I ' 
d*où 
(4) xyz = 2 — cotg 6. 
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(1), ^2), (4) montrent que Xj y, z sont racines de l'équation 

X^ — cotg e X> -h X — 2 + cotg 6 = o, 

laquelle admet, à première vue, la racine i . Donc A = ^5^. cotg B et 

cotg G sont racines de Téquation 

X* 4- X(i — cotg ô) -h 2 — cotg 0=0. 



QUESTION 223 

tfolation par M, Tabbé £. Gelin, professeur au collège Saint-Quirin, 

àHuy. 



ABGP, DEFQ sont deux cirœnférences concentriques ; ABC, 
DEF deux triangles équildtéi^auxquelœnques, inscrits à ces deux 
circonférences ; Pet Q des points pris sur chacune de ces circon- 
férences. Démontrer que Von a : 

QÂ* + QB* -r- QG* = PD* -+- PE* + PF*. 

(G. Russo.) 

Posons OP = R, OQ = R', QOA -= x . 
On a 

QÂ* = R» 4- R'» - 2RR' cos x, ) 

QB^ := R« + R'* - 2RR' co8(i20« -4- x). | (U 

QÛ* = R« 4- R'* - 2RR' cos (i20« - x), ) 
D'autre part, en élevant au carré ces égalités, puis en 
ajoutant, on a 

QÂ* -h QB* + QG* = 3 (R* 4- R'*)« - 4RR'(R« -h R'*) 

[cos X H- COS (l20® -^ x) -h cos (l20® — x)] 
-h 4R"R'*[C08'a? 4- C0S«(l2O® -h x) -h C08«(l20® — X)] 

Or : 
cosx -h cos (i 20® -h a;) -H cos (i 20 — a?) =^ cosa; -+- 2cos 1 20<» cos x 

= cos X — cos ce = 0, 

C0S'aî-t-C08*(l2O<*-4-aî)-|-C0S'(l2O»— x) =C0S"X-H2C08"l2O®C08*a? 

■4- 2 sin* 1 2o<* sin* x 

3 . , 3 3 

- sm* a? = - 
3 2 



I 3 . 3 3 

= cos' ac -t- - COS* X -h- sin* a? = - (cos* x -+- sia*a?) = - • 
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Finalement, 

QÂ* + qB* + QG* = 3 (R« ^ R'»/ + 6R*R'», 

ce qui démontre le théorème. 

Nota. — Celte questioa a été résolue par MM. Ignacio Beyensà Cadix; 
H. Galopeau, élève au lycée d'ADgoulôme et E. Quinlard suppléant au 
collège Chaptal. MM. Boutin, professeur au collège de Courdemanche ; 
Titille, élève en mathématiques spéciales au lycée de Grenoble ; L. Me- 
rante, à Gatanzaro, Pont résolue et généralisée, en remplaçant les deux 
triangles équilatéraux par deux polygones réguliers de môme nom. 
M. Troille déduit de cette généralisation divers corollaires intéressants. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



281. — On donne un angle. Par le sommet de cet angle, 
on fait passer une circonférence quelconque et Ton joint par 
une droite les points oîi elle rencontre les côtés de l'angle. Lo 
diamètre parallèle à cetle droite coupe la circonférence en deux 
pointsdonton demande le lieu lorsqu'on fait varier cette courbe. 

(Mannheim.) 

282. — Étant donnés deux triangles quelconques ABC, 
A'B'C, on construit, sur une même base MN, d'abord les 
couples de triangles MNP, MNF semblables a ABC, A'B'C; 
ensuite les couples MNQ, MNQ' semblables à BCA, B'G'A'; 
enfin les couples MNR, MNR' semblables à GAB, C'A'B' . 
Démontrer que les droites PF, QQ', RR' sont inversement pro- 
portionnelles aux produits AB.A'B', BG.B'G', GA.G'A'. 

(J. Neuberg.) 

ERRATUM DE LA QUESTION 279 

Au 1«, lire i au lieu de o. 
A.U 3* lire * 
S cos 3 À cos^ (B — C) - 3 cos (A — B) cos (B — C) cos (G — A) 
-h cos 3 A cos 3 B cos 3 C + i = o. 
Aux 7* et 8*, lire cot au lieu de cos. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DK LONGGHAMPS. 



mrRIMBKIB CKNTRALK DES CHKM1NS DB FBK. — 1JIPRIMBRIB CHAIZ. 
RUE BEROBRE, 20, PARIS. — 8378-4-8. 
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. CARACTERE DE DIVISIBILITÉ D'UN NOMBRE 

PAR UN NOMBRE PREMIER QUELCONQUE (*) 
(7, H, 13,17, 19,23,31...) 

Par M. Itoir» doyen honoraire de la Faculté des scienced de Lyon, 

et M. lioiry lieutenant de vaisseau. 



Soit N le nombre à diviser, dont le chiffre des unités est a, 
P étant le nombre premier. 

Du nombre , formé des dizaines du nombre N, on 

lO 

retranche le produit du chiffre a par le nombre , for- 

lO 

mé des dizaines d'un des multiples de P, dont le chiffre des 

unités est égal à i . 

L'expression générale de cette différence sera : 

N - a fwP — I 
D = a • 

10 lO 

On effectue les mêmes opérations sur la suite des différence 
successives, D', D". . .D„ que Ton obtiendra ainsi, jusqu'à ce 
que l'on ait épuisé le nombre N. Si l'on trouve qu'une des 
différences soit divisible par P, ou bien que la dernière soit 
égale à P, ou égale à zéro, le nombre N sera divisible par P. 
Ou désigne par a' le chiffre des unilés de la première diffé 
rence D; a" le chiffre des unités de la deuxième différence D'; 
. . ., a«+i le chiffre des unités de la n^ différence D». 

(*) Quelques-uns des résultats contenus dans cette note ont été commu- 
niqués à PAcadémie dés Sciences. (Voir Comptes rendw, séance du 9 
avrh dernier.) 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉM. — 1888. 6 
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Démonstration. - Si le nombre N est divisible par P, 
soit N = Pd, je dis que la différence D = ^"^ . a ^^ ^ ' 
sera divisible par P : 

En effet, en chassant le dénominateur, il viendra 
10. D = N - a - amP -+- a = N - am? 
81 on remplace N par sa valeur PD, on aura io.B=: ?(d ^ am) 
Le produit lo x D est donc divisible parP, comme loest pre- 
mier avecP, ii faut que D soit divisible par P. 

Il en sera de même de D' par rapport à D divisible par P 
et ainsi de suite en descendant de N à D„. * 

Réciproquement : si la différence D = ^ " ^ _ ^ ^P ' [ 
est divisible par P, je dis que le nombre N est aussi divisible 

par P; posons D := P.y, il viendra tf _ a^^^LzJ. _ p ^ 

JO lo "" '9 

en effectuant on aura N = loPq -^ amP. 

SoitN = P(iog -4- am). N est donc un multiple de P 
Il en sera de mène de D par rapport à D',.supposé divisible 
par F; et ainsi de suite en remontant de D à N. 

Par conséquent, si Ton reconnait qu'une des différences 
obtenues, dans la série d'opérations successives, que nous 
avons indiquées, est divisible par le nombre premier P il en 
résulte que la différence antérieure sera aussi divisible par P 
et ainsi de suite : on arrivera au nombre N, qui sera divisible 
par P. 

Pour rendre les calculs plus simples, on choisira le plus 
petit des multiples du nombre premier, ayant l'unité, pour 
Chiffre de ses unités. * 

V Si le nombre premier est terminé par i, (u 3x 41 ) 
ce plus petit multiple sera ce nombre lui-même.' ' ' ' ' ' ^' 

2« Si le nombre premier est terminé par 3, (i3, 23, . . . ) ce 
Jilus polit multiple sera son produit par 7, (91, /ôi, '. .' .); 

3® Si le nombre premier est terminé par 7, (7, 17 37 . . .) 
ce plus petit multiple sera son produit par 3, (2*1, s'r ! ')' 

40 Si le nombre premier est terminé par 9, (19, 29, . . .) ce 
plUs petit multiple sera son produit par 9, (171, 261,' . .*.*).' 
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Alors les expressions des différences, obtenues comme nous 
Tavons indiqué, deviendront pour les divers nombres premiers 
Pour le nombre premier 

D - a' , D' - a , N - a 
2a 2a 7 2. a 

10 10 ' 10 

D - a' , N - a 
a II a 

10 10 

D -a' , N-a 

10 ^ 10 ^ 

N-a , 

» . . 17 5. a 

10 

N-a 

19 -17. a 

10 ^ 

20 16. a 

10 



r • 



,, N-a 
10 



N-a 

41 4. a 

10 



f. N-a . 

01 6. a 

10 



Règle générale. — Pour savoir si un nombre est divisible 
par un nombre premier, M par exemple, on supprime le 
chiffre de ses unités, on retranche du nombre ainsi obtenu, 
cinq fois le chiffre des unités du nombre donné; on opère de 
même sur cette différence, ainsi que sur les différences sem- 
blables successives, que Ton obtiendrait jusqu*à l'épuisement 
du nombre donné; si la derniëre des différences est égale à un 
multiple de l7, ou bien si elle est égale à zéro, le nombre 
donné sera divisible par le nombre premier 17. 
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Applications au nombre 230529299. 



P = 7 

NjL?-2.a 

10 __ 

230529299 



- 18 



P = i3 

N — a 
g. a 

10 _ 
230529299 



-8ï 



911 



1848 



— 2 



.... 289 



- 18 



35o5io 



— 2 



23c3 



— G 



224 



-8 



14 



. .. 5212 

23o5o3 

23023 



-7^ 



- 18 



•i'7 



P= 17 

N — o 



-5. a 



P = 3i 

N — o 



10 
230529299 



-45 



23052884 



— .3. a 



10 
230529299 

23052902 



— 2* 



— 27 



2275 



-45 



— 20 



2 3o5268 



— 4o 



230486 



2305284 



— 12 



23o5i6 



— :>o 



23oi8 



— 40 



2261 



- i8 



23o33 



-9 



2294 



— D 



182 



- 18 



221 



— D 



17 



— 12 



217 



— 21 



Le nombre donné 280529299 est donc divisible par les nom- 
bres premiers 7, i3, t7, 3i. 

NnTi -Te Irait placé au-dessus du chiffre des unités des différences 
successives con^^^ ce tableau et les suivants signifie que ce 

chiffre doit être supprimé. 

Autre application au nombre 945 170 12 59. 



P:=7 

N — a 



— 2. a 



10 
9451701259 



F = 23 

N— o 



— 16. a 



- 18 



.... 70107 



— 14 



.... G996 



10 _ 

9451701259 



— 144 



.... 69981 



P=:4Î 

N — a 

: 4. a 

10 _ 

9451701259 



— 10 



— 12 



.... 6982 



— 01 



. » . . 687 



... 1666 



— 14 



... i54 



.45070 



-96 



-8 



— 112 



.. 507 



9338 



36 



. . . 70089 



-36 



. . . 6972 



— 8 



. . . 689 



-36 



.5i32 



.5o5 



— 14 



— 128 



— 20 



.436 
931 

9»" 



8o5 



9430 



— 12 



-80 



— 12 



82 



— 8 



— 2 
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Le nombre 9451 701 269 est donc divisible par 7, 23, 41 

Quotient. — Pour avoir le quotient du nombre N par P, 
nous remarquerons que, pour le nombre N, la différence D 
donnera N — amP = loD. 

Que pour le nombre D, la différence D' donnera D — atnP 
= ioD'. De même, pour D', on aura D'— a''mP=ioD''; et ainsi 
de suite jusqu'à la dernière différence, la n"®, qui sera un 
multiple de P,(Dn = loKP). 

On multipliera la deuxième de ces égalités par 10, 

loD — loa'mP = looD', la troisième par 100, 

looD' — looa'wP = loooD", la quatrième pan 000, 

loooD' — loooa'mP ■= looooD'''; 

et ainsi de suite. Pour la dernière D», on aura à multiplier 

par 10"-* il viendra loD» = io**KP. 

Si Ton effectue la somme de ces équations, et qu'on opère 

les réductions on a : 

N— amP — a'mV, lo — a^mP, ioo~à'"mPiooo— . .. =PKio'» 

d'oh 

N 

— = m (a -h loa' -4- looa" -H loooa'" -+-...) -4- io«K 

Si le nombre premier est terminé par le chiffre i, alors 
m = I , on a 

N 

~ = a -h loa' -h 100 a" -h loooa'" -i . . . -4- Kio'* 

par le chiffre 3, alors w = 7, on a : 

N 

•:^ = j(a -{- loa' -H looa* -h . . . ) 4- Kio*» 

par le chiffre 7, alors m = 3, on a : 

N 

— = 3(0 4- 100' -4- looa" 4- . . . ) -t- Kio*» 
P 

par le chiffre 9 alors m = 9, on a : 

N 

- = 9(a 4- 10 a' 4- 100 a" 4- ... ) 4- Kio". 

Applications aunombre 23052929^, doni^ées plus bai|t, qoiis 
çivoï^s eu, pou|* ces divisiQpg ; 
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a 
a' 
a 
a 
a 



m 



IV 



Par 7. 

9 
I 

9 
o 

I 

3 



27 
3o 

2700 



3oooo 
900000 



I 2000000 



20000000 



Quotients 32932757 



Par 13. 

9 63 

« 56o 

2 1400 

3 21000 
3 2 I 0000 
5 3500000 
2 14000000 

o 

17733023 



ParSi. 

9 9 

2 20 

4 400 

6 6000 

3 3oooo 

4 400000 

7 70000000 



7436429 



Remarque. — La méthode que nous venons d'indiquer peut, 
évidemment, être appliquée pour reconnaître si un nombre 
est divisible par le produit do plusieurs nombres premiers, 
et aussi à la divisibilité d'un nombre, par un nombre impair, 
non terminé par un nombre 5, 

Dans le cas d'une division exacte, elle permettra d'obtenir 
le quotient d'un nombre par un nombre impair, non terminé 
par un 5. 

Exemple ; 230529299 est-il divisible par le produit 

7X11X13=1001. 
N - a 



looa 

10 


Quotient 


230529299 


9 


. ..52029 


90 


2304302 


200 


230230 


3oooo 


2002 


200000 



o 230299 

Autre application: le nombre 945 170 1259 est-il divisible 
par 333323. Le plus petit multiple du diviseur, ayant pour 
chiffre de ses unités le nombre un, sera 

3^3323 X 7 = 2263261. 
alors la formule générale de la différence sera 

226326,aj K = 226326 

10 
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945 170 12 59 Quolienl 

2036934 = 9. K. 63 

943133191 7^ 

226326 = K. 2100 



94086993 7000 

678978 = 3. K. 20000 



8729721 àQi33 

226326 = K. 



646646 

ce nombre étant double du diviseur donné, le nombre 
945 1701 259 sera divisible par 323323. 

Si le dividende est terminé par des zéros, on opérera comme 
d'ordinaire, sur la partie du dividende formée des chiffreie 
significatifs, et 1 on ajoutera au quotient autant de zéros, qu'il 
"y en avait dans le dividende. 

Mais on pourra, par notre procédé, opérer sur le nombre 
proposé; auquel on aura ajouté, une fois, deux fois..., cinq fois 
le diviseur; alors du quotient que Ton obtiendra, on n*aura 
qu'à retrancher une, deux,... cinq unités. 

Soit à diviser 1 15900 par 19. 

On prendra 1159004-5.19= 11 5995. 

N~a 

— 17a. 

10 

Quotient 
1 15993 5x9= 45 

ii5i4 40X9= 36o 6ïo5— 5 — 6rou, 

io83 3oo X 9 = 2700 

57 = 19.3 3ooo 

6io5 

Observation. — Il est des cas, oii Ton obtient un nombre 
négatif pour la première différence. Ainsi 779 : 19 = 41. 

La formule ffénérale a = D conduit à 

^ 10 10 

réquation N — omP = lo.D. Si N est plus petit que le pro- 
duit a» m* P^ la différence D sera un nombre négatif. Pour 
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l'exemple donné : on a N = 779, et a. w. P = 9 X 19X9 
= 1539. 

Si cette différence négative est divisible par le diviseur, soit 
— KP, le nombre N sera aussi divisible par P. 

Le multiple négatif (— K) conduirait facilement à la déter- 
mination du quotient cherché. 

Mais on arrivera, par un artifice général, à ce quotient. On 
multipliera le nombre N par 10, 100, 1000..., puis comme 
le nombre obtenu sera terminé par des zéros, on lui ajoutera 
une fois^ ou deux, ou trois,... le diviseur; du quotient, qu'on 
obtiendra, on retranchera, une, deux, trois,... unités, puis 
on divisera par 10, lOO; 1,000. 

APPLICATIONS 

Soit 665 à diviser par 19. Le procédé ordinaire de la divi- 
sion donne 35 pour quotient. 
Prenons 665oo 4- 19 = 66519. 

Appliquons la méthode. 

19 X 9 = 171 
N-a 







10 




1 It*. 






Quotient 








665x9 


81 








6498 
5i3 


720 
3700 




35oi - i 

— 3d. 

100 







35oi 






Si nous prenons 












665000 -h 


19 : 


= 665019 


on aura : 


665019 


Quotient 
81 






• 


66348 
6498 


720 
7200 




35ooi — I «. 

— 3d. 

1000 




5i3 


27000 











35ooi 






Soit 




1 159 : 


19 : 


= 61. 


Prenons 11 59 


X 100 4- 


5 X 


: 19 = 115995 
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on aura : 



II 5995 45 
ii5i4 36o 



6io5 — 5 



io83 2700 — rrr — ^ ^'* 

37=19.3 3ooo 



6io5 
La méthode, que nous venons d'indiquer, correspondra donc 
à un nouveau procédé de la division exacte d'un nombre par 
un nombre quelconque. Car, si le diviseur contient les facteurs 
2* et 5*, puisque la division est exacte, le dividende devra 
contenir ces mêmes facteurs, à une puissance au moins égale. 
Si on divise le dividende etle diviseur par le produit 2*. 5*, le 
quotient ne sera pas changé, et le nouveau diviseur sera un 
nombre impair, non terminé par un 5. 

Conclusion. — D'après ce que nous venons de développer, 
on peut déduire un procédé unique pour reconnaître si un 
nombre est divisible séparément, ou à la fois, par les nombres 
premiers 7, 11 et i3 ; et obtenir les divers quotients. 

Pour cela, nous appliquerons notre méthode à ladivision 

d'un nombre N par le produit 7XiïXi3 = iooi. Nous 

savons que Ton a pour l'expression générale des différences 

N — a 

successives, que l'on obtient : D = 100. a. Nous 

10 

serons conduits à la règle suivante. 

Règle. — Pour connaître, si un nombre N est divisible par 7, 
par II, par i3 ou leurs produits; et déterminer les divers 
quotients. 

Du nombre donné, on supprime le chiffre des unités; du nombre, 
ainsi obtenu, on retranche autant de centaines quil y a d'unités 
dam le chiffre supprimé. 

De cette première différence on supprime le chiffre des unités ; 
du nombre ainsi obtenu, on retranche autant de centaines qu'il y 
a d*unités dans le nouveau chiffre supprimé. 

Et ainsi de suite : Si la différence à laquelle on s'arrête est divi- 
sible par 7, par 1 1 , par 1 3, /e nombre donné sera divisible par 7, 
par II, par i3. Si la dernière différence est égale à zéro, le 
nombre sera divisMe par 7, 1 1 , eM 3. 
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Pour obtenir les quotients du nombre : 

Par 7. — On fera la somme des unités du nombre^ plu>s le pro- 
duit par 10 des unités de la première différence, plus le produit 
par 100 des unités de la deuxième différence, plus le produit par 
1000 des unités de la troisième différence,,., et ainsi de suite. 
On multipliera cette somme par le produit 11 x i3 = 14.3. Au 
nomàre ainsi obtenu, on ajoutera le produit par 1 0°, du multiple 
de 7 de la différence, de rang n, a laquelle on s'est arrêté. 

Par II. —On opérera de la même manière ; mais la somme 
devra être multipliée par 7X13 = 91. 

Par i3. ' On opérera de la même manière; mais la somme 
devra être multipliée par 7 X 11 =" 77> 

Par 7 X II. — ^'On opérera de la même manière; mais la 
somme devra être multipliée par i3. 

Par 7 X i3. — On opérera de la même manière; mais la 
somme devra être multipliée par 1 1. 

Par II X i3. — On opérera de la même manière, mais la 
somme devra être multipliée par 7. 

Par 7 X II X i3. — On opérera de la même manière; la 
somme ne devant être multipliée par aucun facteur. 

Application au nombre 1340955. 

1340955 
133595 
12859 
385 =n 7 X II X 5 

Le nombre est donc divisible par 7, par 1 1 . 

somme: 5 -j- 5o + 900 = 955 

Quotients : 

Par 7 955 X 143 4- 55ooo = i9i565 

Par M 955 X 91 -4- 35ooo = i2ioo5. 

Par 7X11. 955 X i3 H- 5ooo = 17415. 
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UN CHAPITRE D'ARITHMÉTIQUE 

NOMBRES INCOMMENSURABLES 
LIMITES — MESURE DES GRANDEURS — RAPPORTS 

Par M. «!• Griess, professeur du cours préparatoire à Saint-Cyr, 

au Lycée d'Alger. 

{StUte^ V. p. 97). 



MESURE DES GRANDEURS 

14. — Mesurer une grandeur, c'est la comparer à une autre 
grandeur de môme espèce, prise pour unité. Supposons, par 
exemple, que la grandeur à mesurer soit la longueur d'une 
droite A et que B soit la longueur prise pour unité. 

Si A contient B m fois (m étant entier), la mesure de A est 
le nombre entier m. 

Si A ne contient pas B un nombre exact de fois, elle peut 
contenir un nombre exact de parties aliquotes de B; si elle 
contient m fois la p^^°*® partie de B, la mesure de A est la 

fraction — • 
P 
Enfin, il peut arriver que A ne contienne un nombre exact 

de fois, ni B, ni aucune des parties aliquotes de B. On dit alors 
que les grandeurs A et B sont incommensurables entre elles. 
Partageons B en n parties égales et supposons que A con- 
tienne m de ces parties et n'en contienne pas m + i ; les frac- 

M tW 4- I 

tions — et mesureront deux longueurs, Tune inférieure, 

n n 

l'autre supérieure à A ; elles sont dites des mesures approchées 

de A, l'une par défaut, Tautre par excès; comme chacune de 

I tn 

ces longueurs diflère de A de moins de - B, on dit que — et 

n ^ n 

sont les mesures approchées de A, à moins de - près. 
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15. Théorème. — En prenant pour unité une certaine 
grandeur B et donnant à nia série des valeurs entières^ les me- 
sures approchées de A à moins de - près par défaut et par excès 

sont deux suites de valeurs qui définissent le même nombre in- 
commensurable; ce nombre est dit, par définition, la m>esure de Â. 
En effet, soient 

\i/ ^l> ^2» • • • ^w» • • • ^n+p» • • • i 

\^) ^1* ^2» • • • ^»» • • • ^n+f^ • • • > 

les deux suites formées par les valeurs approchées de A, les 
premières par défaut, les secondes par excès. 

Ces deux suites sont telles que tout nombre de la première 
suite est plus petit que tout nombre de la seconde, puisque 
tous les nombres de la première suite mesurent des grandeurs 
inférieures à A, et tous ceux de la seconde des grandeurs su- 
périeures à A. De plus, la différence entre deux nombres de 
même rang est 

, m H- I wi I 

^n — a« = = - ; 

n n II 

elle tend vers zéro quand n croit indéfiniment; donc (13), ces 

deux suites définissent le même nombre incommensurable. 

16. Corollaire. — Un nombre incommensurable eut donc 
défini par la suite de ses valeurs appiochées, à moins de - près. Il 
en résulte que si les valeurs approchées de deux nombres incom- 
mensurables, à moins de - près, sont égales, quel que soit n, ces 
deux nombres sont égaux. 

17. Remarque. — Ce n'est pas ordinairement par des suites 
convergentes que s'introduisent en Mathématiques les nom- 
bres incommensurables. Par exemple, le nombre tc se définit 
comme représentant le rapport de la circonférence au diamètre; 
cette définition permet de calculer autant de décimales de t: 
que l'on veut, et de former ainsi la suite convergente qui sert 
à définir les opérations que l'on peut faire avec cette transcen- 
dante. (A suivre,) 
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3=x: 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 



Par M. G. de liongchamps» 

(seconde partie) 

(.SmVe,voirp. 108.) 



73. Les solutions par la transformation récipro- 
que. — Voici le principe de la transformation que nous allons 
considérer (♦). 

Soit OX une droite tracée dans la région accessible ; on prend, 
sur OX, un point 0. Soit OA' la 
ligne de visée pei*pendiculaire à 
celle qui va, de 0, au point inac- 
cessible A. On voit que si A' 
correspond à A, réciproquement, 
A correspond à A'; pour ce motif, 
nous dirons que A et A' sont deux 
points réciproques. La ligne OA', 
dont il est ici question, se déter- 
mine d'ailleurs sans difficulté 




puisqu'elle est en retour d^équerre, 
relativement à OA. On fixe alors ^'^* ^^^• 

un piquet au point oîi A se projette surO X, et Ton jalonne le 
prolongement de la ligne AH. Au point A, considéré dans la 
région inaccessible, correspond ainsi un point A', situé, au 
contraire, sur le terrain oîi Ton peut opérer. Dans ces condi- 
tions, à une figure F, constituée par un certain nombre de 
points A, B, G... correspond une figure /*, placée dans la partie 

(*) La traûsfonnation que nous utilisons ici est un cas particulier de 
celle que nous avons exposée autrefois, sous ce nom {Journal de Mathé- 
matiques spéciàlesy 1882, p. 49). Dans le cas présent, nous rejetons à Tinfini 
Tun des pôles fixes constituant la figure de référence. 



/ / 
/ / 
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accessible* D'une façon générale, on comprend comment; 

des mesures effectuées sur cette 
dernière figure, on peut déduire les 
4b longueurs de certaines droites de 

la figure inaccessible F» 

Appli juons cette idée, à la déter- 
mination de la distance de deux 
points inaccessibles, A, B. 

Première solution. — Jalonnons, 
dans la partie accessible, une droite 
OX perpendiculaire à AB; soient 
A', B' les points qui correspondent 
aux points visibles, mais inaccessi- 
bles, A, n. 
^^9' 2^^- Nous pouvons écrire : 



I / 




OH 

HA 



> = HA, 



HB 



;-:HB. 



Par conséquent. 



ÔH^ 



\HA' 



.\ 



HB7 



:r AB. 



A^-- 



Cette formule permet de calculer AB. 

^ ^ Pour rendre la solution plus prati- 

que, on observera que, OH étant arbi- 
traire, on pourra prendre, suivant les 
cas, OH = 10-", OH = 100"^, etc.. Pur 
exemple, pour des distances pou con- 
sidérables, on donnera à OH la lon- 
gueur 10, et Ton aura 

AB __i i_ 

ioo~ÂTï B'H* 
En se servant de la table des inver- 
xse?, une simple soustraction donnera 

AB 

; et, par suite, AB. 

V 1 00 

^*^' ^""^ Deuxième solution . — Voici une autre 

solutioD, de même nature que la précédente. 
Prenons f/fj/. 2,32) une droite quelconque OX dans la région 
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accessible ; soient A', B' les réciproques de A, B, par rapport 
è A. La distance inconnue AB se calculera par la formule 

OA' 



AB = HH' 



HA' 



laquelle résulte immédiatement de la similitude des triangles 
BAH, OA'H. 

Troisième Solution. — Voici, toujours dans le même ordre 
d'idées, une troisième solution qui conviendrait assez bien au 
cas où les points A et B seraient très éloignés de la base des 
opérations, la distance AB étant rela- 
tivement petite. 

Ayant choisi un point dans la par- 
tie accessible, jalonnons les droites 
OX', respectivement perpendicu- 
laires à OA et OB ; puis, prenons les 
points A', B' réciproques de A, B, rela- 
tivement à OX et à OX'. On a 



OB = OB' 



d'où 



OH 

hT 



et AH=ï 



OH 



OH^ 
HA' 




BL = OB - AH = — -;(0B' - OH) 

Xxix 



Fig 233. 



Ayant calculé BL, par cette formule, on observe que AB est 
rhypoténuse d'un triangle ABL dont les côtés de l'angle droit 
(AL = OH et BL) sont connus . 

Remarque. — Aucune des solutions précédentes ne résout 
complètement la question posée, parce qu'elles sont soumises, 
plus ou moins, à des exigences matérielles pouvant, dans la 
pratique, soulever certaines difficultés. L'idée des points 
réciproques permetpourtant de présenter une solution générale 
en prenant deux axes OX OX', quelconques, mais suffisam- 
ment rapprochés des perpendiculaires élevées aux droites OA, 
OB, pour que les constructions puissent être effectuées dans 
une région déterminée, voisine de O. Nous ne développerons 
pas cette solution; elle conduit, en effet, à une formule offrant 
une certaine complication; d'ailleurs, nous aurons occasion, 
un peu plus loin, de présenter une solution générale, beaucoup 
plus simple. 
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Mais, avant de faire connaître cette méthode, nous expose- 
rons les solutions principales qui ont été proposées pour le 
problème actuel. 

74. La solution de Mascheroni. Des vingt^ solutions 
que propose Macberoni {loc. cit., p. 18) pour déterminer la 
distance d'un segment entièrement inaccessible AB, aucune ne 
présente un caractère vraiment pratique. Ou bîeu, elles exigent 
des conditions, rarement acceptables (par exemple, de voir le 
segment sous un angle droit, de certains points de la région 
accessible); ou bien, elles conduisent à des formules trigono- 
métriques ou algébriques, compliquées, nécessitant, par 
exemple, Textraclion d'une racine carrée; opération arithmé- 
tique qu'on doit éviter, s'il est possible. 

Nous ferons simplement connaître l'idée que Mascheroni a 
exploitée daus ces diverses solutions; celles-ci peuvent se 
résumer de la manière suivante. 
Imaginons qu'on vise les points inaccessibles A, B, en se 

plaçant successivement aux points 
G, D, arbitrairement choisis dans 
la région accessible. Traçons alors, 
par le point G, la transversale PQ ; 
le théorème de Ménélaiis, appliqué 
au triangle PMG et à la transver- 
sale NQB, permettra de calculer 
BG, par la formule 

BG + GM _ Q P NM 

NP' 



• o 




y / 



o 



y 



iiU QG 

de laquelle on tire 

CM.QG.PN 



l^ig.tBk. 



BG- 



yP.MN - QG.NP 
De môme, le triangle PGN et la transversale MRA donnent 

_ PM.RG.GN 

"• MN.RP - PM.RG' 
Ainsi, dans le triangle BAG, on connaît deux côtés GA, GB 
et l'angle compris AGB ; de ces données, on peut déduire le 
côtéAB. 

On peut éviter l'emploi de la Trigonométrie en observant 
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que les deux triangles ÂGB, MCN ont un angle égal; on a donc 



avec l'égalité 



Ab'' = CA." + OB* - 2GB.GH, 

MN* :r. MC* 4- CN* - aMC.CH' ; 
CH _ AC 

GH'~CN' 



Ces relations donnent 

(JÂ' + CB*-ÂB' GB.AG 

(1) ■ • 

On calcule GA. et CB par les formules établies tout à l'heure; 
les longueurs MG, MN, GN sont relevées directement par le 
chaînage, et Ton calcule AB au moyen de l'égalité (1). Mais 
on voit combien cette solution, même simplifiée par certaines 
dispositions particulières de la figure, est peu pratique ; il 
est vrai qu'elle n'exige aucun instrument; mais seulement 
quelques jalons et un cordeau divisé. 

75. La première solution de Servois. — Cette solu* 
tion, comme la précédente, dont elle diffère peu d'ailleurs, 
n'exige que des alignements; malheureusement, comme celle- 
ci ,elle conduit à une formule peu commode. 

De deux points G, 0, pris dans la région accessible, on dirige, 
comme tout-à-l'heure, des li- 
gnes de visée, vers les points A, 
B. On prend ensuite, sur GO, 
arbitrairement, un point U; les ^^• 
lignes de visée UA, UB, déter- 
minent les points P, Q. Les 
triangles ADB, MDN ont un 
angle égal ; comme nous l'avons 
expliqué au paragraphe précé- 
dent, nous pourrons calculer AB, 
si nous connaissons les distan- 
ces OA et OB. 

G'est, comme on voit, le prin- 
cipe de la méthode de Masche- ^*S* ^^' 
roni, principe dont le but est de ramener la recherche de la 
cUstauce de deux points ioaccessibles, à la détermination^ 
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plus simple, et précédemment résolue, de la longueur d'un 
segment dont une extrémité seulement est inaccessible. Mais 
la détermination des longueurs OA, OB se fait plus simple* 
ment, dans le tracé imaginé par Servois; voici pourquoi. 

Prolongeons OC jusqu'à sa rencontre en K avec AB ; dans 
le quadrilatère complet AGBMON, la diagonale GO est partagée 
harmoniqiiement aux points U et E; par suite, les ponctuelles 
OPMA, OQNB sont harinpniques. Donc, 

2 11 2 1 t 



ON OQ 013 OM OP OA 

Telles sont les formules qui permettent de calculer assez 
rapidement, si Ton fait usage de la table des inverses, les 
distances OA et OB et, par suite, AB. Néanmoins, la méthode 
de Servois, tout en perfectionnant un peu celle de Mascheroni, 
laisse encore beaucoup à désirer, au point de vue pratique. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boalln. professeur au collège de Gourdemanche. 

[Suite et fin, voir p. 117,) 



70. — Trouver n nombres en progression arithmétique 
connaissant leur somme ns et la somme 6* de leurs produits 
deux à deux. Distinguer les deux cas : n pair, n impair. 

lo n impair = 2W -h i . 
Soient 

a — mvy a + wr, o — (w — i )r, ... a-hr, a, 
les 2m+i termes. 
On en déduit, tout de suite, 

a = S; 

Puis y (a -+- Kr) [a + KV) = bK 

Dans cette seconde équation, on a écarté Thypothèse K := K'. 
Le développement de cette équation montre que le coefficient de a^ est 
le nombre des combinaisons de 2m4- 1 objets deux à deux, oum(2m+ i); 
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le coefficient du terme en r est nul, celui de r * est négatif et sa valeur 
absolue est la somme des carrés des m premiers nombres entiers. L'équa- 
tion qui donne r est donc ^ 

W(W+ l)(2W -h l) , , ^ . . . 



w^ 



/6[m(2m -h i)a» — 6*] 



m{m + i)(2mH- i) 

2» m pair i= 2m. 

Désignons la raison par 2r, et soient 
a — r, a 4- r, a — 2r, a -h 2r, ... a — (2w — i)r, a 4- (2WI — i)r 
les termes de la progression. On a toujours a = « 

et S|:-m+i,l'=-m [a - (2K - i)r][a + (2K' - i)r] = 6* 

où, toujours, on excepte l'hypothèse K = K'. 

On trouve que le coefficient de a^ est m[2m — i), celui de ar est nul, 
celui de r ^ est négatif et a pour valeur absolue la sommé des carrés des 
m premiers nombres impairs. L'équation qui donne r est donc 

m[2m — I )«* ^-î— ■ f« =: &«, 



d ou r — + V/ - 



m(4m* — I ) 



71, — Trouver n nombres en progression arithmétique, 
connaissant leur somme ns et la somme 6*^ de leurs cubes. Cas 
oii n est pair; cas ou n est impair. 

Conservons les notations précédentci 
!• n impair = 2w + i. On a. 



y(a-|-*r)3 = 6=» 



Les termes en r et f '^ disparaissent et l'on trouve 

— (21» + i)«* 



V W»(W -H I 



)(2m-H i)« 
2* n pair = 2m. La seconde équation est alors 



VLa — (2fe — i)rp=:63. 



Jk=— m+1 

Les termes en r et r^ disparaissent encore et l'on a 



,_ ^ / 6^ — 2ms^ 

V 2m(4m* — I )« * 



72. — Trouver n nombres en progression arithmétique , 
connaissant leur somme ns et la somme 6* de leurs quatrièmes 
puissances» Cas oh n est pair; cas oh n est impair. 
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V n impair, L*équation 



k=m 



y (a -+- krY = 6S 



donne (2m -h i)a< 4- 1 2aV« ^ &> -h 2r* V A;< — 6< =0. 



Mais on a ^j,,^Mm-^ i)^^m-^ ^) ^ 

2*= 3^ ' 

finalement, on obtient Téquation bicarrée en r, 

m[m + i)(6m=> + 9m» + w - i) ^, . ^ ,^^ . ,a/«, . .wir» 

f' -h 2w(2m 4- ijim + I w^f" 

i5 

-h (2W + I )a< — 6* = o ; 

2« n pair = 2m. 

Un calcul analogue conduit à Téquation bicarrée •* 

2m(4m*— i)(i2w*— 7) , , , , .. . ,.. 

— i-î ci ^ f* + 4w(4w= — i)aV> + 2»»a< — 6* = o . 

73. — Trouver n nombres en progression arithmétique, 
connaissant lour somme ns et la somme b^ de leurs cinquièmes 
puissances. Cas où n est impair, cas où n est pair. 

t* n impair = 2m+ i. L^équation, dans ce cas, est 

k=m 



2 [a + krY = b\ 



On constate encore que les termes en r, r^, r% disparaissent, et il reste 
(2m 4- i)a^ 4- 2oa¥> ^ fc* 4- loar* ^ /c^ — 6v 
d'où, l'équation bicarrée : 

— ^ ' 5-^ — -^ '- ai^ -h— m{m -4- i)(2m 4- i)aV> 

4- (2 w 4- I ]a^ — &* = o. 
2» n pair= 2 m, 

fc=tn 



2 Lo + (2/t - I ]rY = bK 



k=-m-\-l 

Les termes en r, r\ r' disparaissent encore et l'on a, pour déterminer r, 

l'équation bicarrée : 

2 20 

- m(4w* — r i)(i2W*— 7)or< 4- -5- w(4»i« — i)o=*r* 4- ^V\or' — 6^ =; o 



tSjL ' V V j^v» < J4 ' -Hf" 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 141 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. P. Mansion, réminent professeur à l'Université 
de Gand, la lettre suivante : 

Monsieur et cher collègue, 

Il me semble que la démonstration du théorème II, page 88, 
dans l'article de M. Griess, est insuffisante. L'auteur dit : 
(( Considérons la suite des valeurs que prend le nombre 
variable (constamment croissant par hypothèse), o^, a,, . . ., 
o„. Je dis que cette suite est convergente. D'abord a„+i - a„ 
tend vers zéro quand n croît indéfiniment. S*il n'en était pas 
ainsiy on pourrait, en effet trouver un rang n tel qu'à partir de 
ce rang, la différence On+i — an fût supérieure à un nombre po- 
sitif n. On aurait a„+i — a„ > A, On+i — «n+i > *, ... On^p 
— a«+j,-i > A d. La phrase soulignée est une assertion qu'il 
faudrait prouver. On peut f lire sur a„+i ~ On — <f{n) trois 
hypothèses: ou bien, lim çp(n) = o; ou bien pour n suffisam- 
ment grand, (p(n)resle supérieur à h, ou bien, (p(n) oscille con- 
tinuellement aux environs de zéro, sans avoir zéro pour 
limite, comme ce serait le cas, par exemple, si l'on avait 

^(n):- \/n - E(v/rî) -h ^ 

n 

E(x) signifiant le plus grand entier contenu dans x. L'auteur 
montre que la deuxième hypothèse conduit à une absurdité et, 
de là, conclut que la première seule est admissible; mais pour 
que celte conclusion fût rigoureuse, il faudrait avoir démon- 
tré aussi l'impossibilité de la troisième hypothèse. Dans la 
note qui termine le beau Cours d'Analyse de M. Jordan, n® 6, 
le savant Géomètre prouve, d un seul coup, que la deuxième 
et la troisième hypothèse ne peuvent subsister que si la 
variable, toujours croissante, a une limite infinie. 

Votre bien dévoué, 
Le 19 mai 1888. P. Mansion. 
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Dans ce petit ouvrage, Fauteur s*êst attaché à établir d^abord les prin- 
cipes généraux sur lesquels s'appuient toutes les constructions que l'on 
doit faire en géométrie descriptive pour arriver à la solution graphique 
des divers problèmes compris dans les programmes d'admission au Bacca- 
lauréat et aux Ecoles du gouvernement (navale, militaire, forestière). 
Après les principes, viennent les méthodes générales que Ton emploie 
comme auxiliaires, et les principes sur les plans cotés. 

Dans les principes sur la droite et le plan, l'auteur expose exclusivement 
les méthodes générales et laisse de coté tous les cas particuliers. Chaque 
problème contient une explication géométrique, puis Tindication de la 
solution graphique. 

Après la représentation des polyèdres et Texamen de leurs sections 
planes, questions qui terminent la partie relative au Baccalauréat, on 
rencontre l'étude des surfaces élémentaires (cylindriques, coniques et de 
révolution) de leurs plans tangents et de leurs sections planes; puis, les 
problèmes de géométrie cotée, compris dans les programmes des Écoles. 

Enfin, l'ouvrage se termine par des énoncés d'Exercices avec une indi- 
cation rapide de la solution et, pour certains d'entre eux, le lecteur est 
renvoyé à des figures correspondantes, représentant l'épure complète- 
ment exécutée. 

La disposition des planches, imprimées en deux couleurs, permet aux 
élèves de distinguer les constructions des données et celles des résultats; 
elle leur donnera l'habitude de l'exécution des épures, telle qu'on la 
demande aux examens. 

Celte innovation nous paraît des plus heureuses et elle contribuera, 
pensons-nous, au succès d'un livre bien ordonné et clairement rédigé. 

G. L. 



QUESTION 220 

HoliitioB, par M. A. BoutiN) professeur au Collège de Courdemancho* 



■"-^ 



Dans tout triangle on a } 

.^ cos B *- cos C 

/« S— so; 

p - a 

*> î^ (p "^ a)(b -^ ^) ccwAso; 
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^ (P "" ^)(^ + C) ^^^ "*" P(* ~ C) ^0^^ — (P — Sl)(û ■*" ^ ^^^^* 

(G. L.) 

1® L'identité à vérifier, en tenant compte de formules connues, 

devient successivement; 

. B 4- C . G - B 
sin sm ■ 

^ sin B -h sin G — sin A ' 

A . G-B . /G-9\ 
cos-sin sin ^ 

2 2 \2//B G\ 

C08 — Sin— Sin— sm — sm — 

2 2 2 2 2 

Cette dernière identité est manifeste 
2« De même : 

2 cotg— (sin B — sin G) cos A ^ o, 

^, A . B~G B-4-G ._^ A . B-^G , 

Scotfi:- sin cos cos AisScos- sin cosAso, 

2 2 2 2 2 

S28in sm cos A ^ S (cos G — c s B) cos A ^ o; 

2 2 

identité évidente. 

3<» On a : 

^. G • , B , A 

p — a ^ r ig — i p = r cotg — » p *- c = r tg — ; 

2 <tf 2 

et l'identité à vérifier devient : 

A B 

tg— (sîn B -f- sin G) cos A -4- cotg— (sin A — sin G) cos B 

2 2 

Q 

:s tg- (sin A -h sin B) cos G; 

ou 

A A B-G . B.A-G.B 
tir— cos — cos cos A -+- cot^ — sin sin — cos B, 

^2 2 2 2 2 2 

^ G G A-B ^ 

^ tff — cos — cos cos G ; 

° 2 2 2 

ou 

. A B-G . ^ B . A-G 
sin — cos cos A -f- cos — sin cos B, 

2 2 2 2 
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.G A-B 

:=: sm— cos cos G ; 

2 2 

ou (cos B + cos G) cos A h- (cos G — cos A) cos B 

=: (cos A + cos B) cos G, 
identité qui est encore manifeste. 
Â.utre solution par M. Ignacio Beyens, capitaine du génie, à Cadix. 



QUESTIONS PROPOSEES 



283. — Parmi tous les quadrilatères convexes, dont le 
périmètre et les angles sont donnés, quel ^st le plus grand 
en surface ? (Catalan.) 

284. — Sur les trois côtés d'un triangle équilatéral, on 
construit des triangles isoscèles. Étant donnés le périmètre 
et la surface de l'hexagone ainsi foinlé, calculer le côté du 
triangle équilatéral et montrer que les deux solutions ainsi 
obtenues n'en constituent au fond qu'une seul \ 

(Darboux.) 

285. — On donne un angle droit de sommet 0. On décrit 
une circonférence passant par et l'on prend, sur celte courbe, 
un point M tel que Ips angles, compris entre les droites par- 
tant de ce point et aboutissant aux extrémités du diamètre 
qui contient 0, aient pour bissectrices des parallèles aux côtés 
de l'angle donné. On demande le lieu de M, lorsqu'on fait 
varier la circonférence. 

(Mannheim.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IHPR1MERIB CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — lUPRIMERIE CHAIX. 
RUE BEROBRE, 20, PARIS. — 109S3-5-8. 
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UN CHAPITRE D'ARITHMÉTIQUE 

NOMBRES INGOMUENSURABLES 
LIMITES — MESURE DES GRANDEURS — RAPPORTS 

Par M. ii« Griess» professeur du cours préparatoire à Saint-Gyr, 

au Lycée d'Alger. 

{Suite et /In, v. p. 131). 



RAPPORTS 

18. Définition. — On appelle rapport de doux grandeurs 
A, B, le nombre qui mesure A lorsqu'on prend B pour unité. 

Un rapport peut donc être entier, fractionnaire, incom- 
mensurable. 

19. Théorème. — Deux grandeurs A, B étant mesurées 
au moyen d*ane grandeur de même espèce G, prise pour unité et 
ayant pour mesures a et p, le rapport de A à B est égal au quo^ 

a 
tient - • 

A A B 

En d'autres termes, ^ = 7; ^ tî • 

l®Supposonsaetpcommensurables.Alors,ona,parexemple, 

A = —G, B = |g; 
II 5 

2 5 

donc A = — X ô B. 

Il 3 

Puis, par définition, 

2 

A _ 2 ^ _ ^ ^ __ ^^ 
B""tT^3'"T""p 
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9y Supposons a et ^ incommensurables. Soient 

^l> ^l> • • • ^n> • • •» 

' ' r 

ûl> fl2>' • • • On; • • •> 

les deux suites de valeurs approchées de — 

Cl 

^l> ^%9 • • • ^n* • • • > 
^1> *'2' • • • ^n> • • • > 

les deux suites de valeurs approchées de ~ • 

Le quotient - sera la limite de l'un des quotients 

On ^ an ^ 

«n b'n K b'n 

quand on fait croître n indéfiniment. 

Ctn 

Le quotient -7- mesure une grandeur inférieure à A, en 

bn 

prenant pour unité une grandeur supérieure à B ; il est donc 

A a„ 

plus petit que le rapport ^ • Le quotient -r^ mesure une 

J3 On 

grandeur supérieure à A, en prenant pour unité une grandeur 
inférieure à B; il est plus grand que — • 

^ ^ ^ ^ ^ 

6n B ^ bn 

n croissant indéfiniment, le premier et le dernier membre ont 
pour limite - ; donc on a nécessairement 

A __ a 

A B 
20. Corollaire. — Les deux rapports ^ «^ j sont inverses 

run de l'autre. 

En effet, ^ est défini par 
B 

tf, a, ^ . 

Ol ft. On 
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B 

j, par 



61. 6. 



f i • • • — 



• • • y 



leur produit 

est donc défini par 



A B 
B^A' 



^1 SX *1 ^« s/ ^a ^"^ sy^L 



OU I, I, 

Il est donc égal à Tunité. 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. €r« de liongcliAiitpft* 

(seconde partie) 

(Smre,yoirp. 133.) 



76. La seconde solution de Servois. — Vers la fin 
de son ouvrage, Servois, revenant sur le problème qui nous 

occupe, développe une 
solution de Mascheroni, 
à laquelle il apporte une 
modification impor- 
tante. 

Cette solution de Mas- 
cheroni est une appli- 
cation du théorème bien 
connu : dans tout triangle, 
le rectangle de deux côtés 
est équivalent au rectangle 
du diamètre du cercle cir- 
conscrit, par la hauteur 
qui correspond au troi- 
sième côté. 




Fig. i36. 



En -prenant cette propriété, pour base de sa construction, 
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Mascheroni supposait que, de trois points accessibles M, N, P, 
le segment inaccessible AB pouvait être vu sous un angle 
droit. En abaissant NH perpendiculaire sur MP, on a 

,^ MN.NP 

la longueur AB se trouve ainsi déterminée. 

Mais cette solution rencontre, dans la pratique, des diffi- 
cultés et il n'y aurait pas lieu de la signaler ici, sans le 
perfectionnement, très notable, que Servois lui a donné. 

Comme l'observe Servois^ il n'est pas nécessaire de supposer, 
pour appliquer le théorème cité, qae les angles sous lesquels 
le segment inaccessible est vu des points M, N, P soient droits ; 
il suffît qu'ils soient égaux, et que, a désignant leur valeur 
commune, on mène, du point N, sous l'angle a, une oblique 
NH' à la base MP. 

En effet, soit A^ le point diamétralement opposé à A. Les 
deux triangles A'AB, H'NH ssnt semblables et l'on a 

AB NH 



Mais 



AA' 


NH' 


AA' = 


MN.NP 


NH 


ABr^ 


MN.NP 



Donc, finalement, 



NH' 

Pour toutes ces constructions, une fausse équerre suffit; de 
plus, les tracés indiqués peuvent toujours être exécutés. En 
effet, a est quelconque, et MNP représente un triangle dont les 
dimensions peuvent être aussi petites que l'exigera le peu 
d'étendue du terrain accessible. 

Tels sont, croyons-nous, les principaux procédés qui ont été 
proposés pour mesurer la distance de deux points inacces- 
sibles. 

Nous exposerons maintenant, pour ce même problème, plu- 
sieurs solutions qui nous paraissent plus pratiques. 

77. Les solutions par la fausse équerre. — !<" Soit A 
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une parallèle menée à AB, dans la partie accessible. Prenons, 
sur A, un seg- _^^ 

ment CD, arbi- x 

trairement, et 
jalonnons les 
lignes de visée 
GB, DA, de fa- 
çon à obtenir 
le point 0; si 
nous menons 
01, parallèle- Fig.W. 

ment à CD, nous avons (première partie^ § H). 

I _ I I 

ÂB ""Ôï "" CD" 
Le calcul de AB, au moyen de cette égalité, n'offre aucune 

difficulté; mais il se trouve encore abrégé, si l'on fait usage 
de la table des inverses. 

2® La solution précédente est fort simple, en apparence; 
mais elle exige que l'on ait déterminé, dans la région acces- 
sible, une parallèle au segment inaccessible, opération tou- 
jours un peu longue ; la solution que nous allons donner main- 
tenant est plus directe; elle fait connaître, tout à la fois, la 
parallèle cherchée et la longueur du segment. 

Prenons deux points arbitraires 0, 0'; puis effectuons les 
jalonnement s qu'indique la figure 238, conformément à une con- 
struction précédemment donnée (§ 65). Nous avons démontré, 
au paragraphe cité, que PQ est parallèle à AB. On pourra donc 
appliquer à la figure ABPQ la construction indiquée toutà l'heure 

Mais on peut aussi calculer AB, sans effectuer de nou- 
veaux jalonnements, par une formule que nous allons établir. 
Les triangles semblables AOB, QO'P donnent 

AB _ AO 
PQ- QO'' 
AO _ GO 
OC "" PO'" 



D'ailleurs 



De ces égalités, en observant que OC = O'D, on déduit 

AB - OP ^Q'Q'P 
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Cette Formule permet de trouver BA, et la solution qu'on 
vient do lire peut être considérée comme générale, parce que 
le quadrilatère PQGD étant aussi petit que l'on voudra, les 






^AS 




Fig. ^8. 

jalonnements nécessaires peuvent être effeclués dans un 
espace donné, quelconque. 

3® Parmi les solutions qui, dans le problème actuel, ressortent 
de l'emploi de la fausse équerre, nous citerons encore celle 

qui découle de la 



a^ 



^^y 



/-'-' 



<^ "v. 






>A 



transformation par 
inversion. 

Prenons une base 

00' dans la région 

accessible et, avec 

la fausse équerre, 

^' relevons, en 0', 

^^- «^^- l'angle OO'A . Ayant 

jalonné la partie accessible de OA, déterminons, sur cette droite 

le point A' d'où l'on voit 00' sous un angle OA'O égala OO'A. 
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Les triangles semblables OA'O', OO'A donnent 

(1) OA.O'A'=W*. 

On trouvera, de même, sur la partie accessible de OB, un 
point B' tel que 

(2) OB.O'B' = (Xy^ 
Les relations (1), (2) donnent 

OA.O'A' = OB.O'B'; 
et cette dernière égalité prouve que les triangles ABO, B'A'O 
sont semblables. Nous avons donc 

AB OA 



AB 



A'B' OB' 

OA . OA' 00'' 



et, par suite, 

'^ ' A'B' OA'.OB' OA'.OB' 

Ainsi, la longueur inaccessible AB pourra se calculer par 

la formule 

00'^ 

On observera, d'ailleurs, qu'en prenant pour base une droite 
00', suffisamment courte, les longueurs OA', OB' seront aussi 
petites que Ton voudra; les jalonnements qu'il faudra faire, 
pour mesurer les distances qui entrent dans l'expression de AB, 
seront donc aussi restreints que l'exigera l'espace accessible. 

78. Solution par l'équerre ordinaire. — Parmi les 
solutions très nombreuses, qu'on peut appliquer au problème 
actuel, en utilisant l'équerre ordi- 
naire, nous exposerons seulement 
la suivante, d'une simplicité remar- 
quable. 

Imaginons deux pôles fixes 0, 0'; 
à un point M, pris dans la figure inac- 
cessible, faisons correspondre un 
autre point {x, en élevant [aO, {xO' res- 
pectivement perpendiculaires à MO, 
MO'. Si le point (x se trouve placé dans 
la région accessible, on pourra, par 
ce procédé, base d'une transformation quadratique et réci- 



»f 




H\ 



N » 




Fig. ^40, 
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proque, construire une figure accessible; puis, des mesures 
effectuées sur celle-ci, déduire les dimensions des lignes 
inaccessibles considérées. Cette correspondance des points 
M, {X, il est bon de l'observer, offre bien le caractère pratique 
indispensable aux constructions que Ton doit exécuter sur le 
terrain. En efTet, après avoir fixé deux jalons en co, (o' sur les 
directions 0[a, O'fx, il suffit, pour déterminer la position de |a, 
de planter un troisième jalon en ligne droite avec : 0, w, d'une 
part; 0', o)', d'autre part. Or, tout cela constitue une opération 
des plus simples; la transformation en question peut, par con- 
séquent, donner lieu à de nombreuses applications, dans la 
géométrie pratique. Nous aurons occasion de l'utiliser plus loin 
( chap. XII ) à propos de la détermination de la base d'essai pour 
la mesure de la vitesse des bâtiments; pour le moment, voici 
comment elle permet de résoudre le problème qui nous occupe. 

Nous supposons, pour signaler le cas oh la méthode actuelle 
s'applique avec le plus de succès, que le prolongement du 
segment MM' considéré, pénètre dans la partie accessible. 
Nous prenons alors, pour pôles de transformation, un point 
de ce prolongement, et un autre point, arbitraire, 0'. 

On observera que, dans cette transformation des figures, les 
projections des points correspondants M, (x sur la ligne des 
pôles 00' forment, avec ces points, une ponctuelle isotomique. 
En effet, le quadrilatère OM(ji.O' est inscriptible à une circon- 
férence ayant pour centre le milieu de M|x; par suite, la pro- 
jection des points M, {x se fait, sur 00', à égale distance des 
points 0, 0'. De cette remarque, découle immédiatement la 
suivante : les projections des segments correspondants MM', (xw.', 
sur 00', sont égales. 

Traçons par M, fx' des parallèles à 00'; puis, par M', [x des 
perpendiculaires à cette même direction 00'. Nour formons 
ainsi deux triangles MM'H, fxix'K qui ont leurs côtés perpen- 
diculaires, deux à deux. Nous avons donc la relation 

MM' _ MH 

[JL[X' [XK 

mais MH = (x'H, 

donc, MM' = ix[x' • !^ • 
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En prenant le point 0' de façon que Tangle M'OO' soit suf- 
fisamment voisin de 90®, on pourra, avec une base 00', rela- 
tivement petite, mesurer des distances M,'M', beaucoup plus 
grandes. Tout revient donc, comme Ton voit, à mesurer les 
trois côtés d'un triangle fxjx'K, facile à détermioer ; aussi, 
croyons-nous pouvoir signaler cette solution, comme particu- 
lièrement simple. 

Nous terminerons ce chapitre en nous proposant l'examen 
du cas intéressant où les extrémités du segment inaccessible 
sont invisibles. 




79. La distance des deuxpoints invisibles. — Sup- 
posons, pour mieux préciser le caractère pratique'du problème 
que nous abordons ici, que 
A, A' représentent deux 
routes rectilignes, bifur- 
quant en un certain point 
0, invisible. La même hy- 
pothèse étant faite pour 0', 
point de concours des droi- 
tes 8, S'; on peut alors 
demander : i® de détermi- 
ner, sur la droite AB, le ^ ^' 
point où elle est rencontrée ^^' ^^^' 
par 00' ; 2® d'évaluer la distance 00' et de jalonner celte droite. 

Prenons sur AB un point arbitraire E, suffisamment rap- 
proché de A, pour que les jalonnements puissent être effectués 
rapidement. Après avoir mené EG, ED parallèles, respecti- 
vement, à A et à S', la droite CD indique déjà la direction 
de 00'. 

Pour avoir le point de rencontre de 00' avec AB, il suffit 
de construire, comme l'indique la figure, le point K, homolo- 
gue de F; la parallèle à CD, menée par K, est la droite cherchée. 

Enfin la longueur inconnue 00' est donnée par la formule 

AF 



00' = CD. 



AK 



(A suivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Exhmt d*une lettre de M. Neuberg. 

... 1® L'exercice 273, dont il a été question au commence 
ment de Tarticle « Géométrie et Mécanique (*) » m'a conduit 
aux deux propositions suivantes : 

a). Soient ABC, A'B'C deux triangles, polaires réciproques 
par rapport au cercle I. La polaire du centre de gravité G' de 

A'B'C par rapport au 
cercle I coïncide avec 
la droite harmonique- 
ment associée au centre 
I par rapport au trian- 
gle ABC. 

J'observe que, A'' 
étant le milieu de B*G' 
et lA.'" une parallèle à 
B'C (ou une perpendi- 
culaire à lA) ,les droites 
IB' et IC, lA" et AF' 
forment un faisceau harmonique, il en sera donc de même des 
droites menées, par A, perpendiculairement aux rayons IB' et 
IC, lA" et lA'"; ces droites sont : AC, AB, la polaire de A" 
et lA. La médiane A'A" a donc pour pôle l'intersection de BG 
avec la conjuguée harmonique de lA, par rapport à BAC... 

En particulier, si le cercle I est circonscrit à ABC, le centre 

de gravité de A'B'C a pour polaire, par rapport à ce cercle, la 

droite joignant les pieds des bissecliices extérieures de ABC. 

b.) Une proposition analogue, pour le tétraèdre, se démontre, 

identiquement de la même manière. En particulier: 

Si I est le centre delà sphère touchant les faces du tétraèdre 
ABCD aux points A', B', G', D', le plan polaire du centre de 




{*) V. Journal^ p. 49. 
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gravité du tétraèdre A'B'G'D' coïncide avec le plan harmoni- 
quement associé à I par rapport au tétraèdre ABGD. 

2® Voici une manière élémentaire d'exposer les polaires par 
rapport aux polygones. 

Soient différentes droites D^, D,, Dj, . . . données par leurs 

équations 

d^zsix cos a^ + î/ sin a^ — Pi = o , 

d^:^ X cos a, 4- y sin a, — jo, = o, ... 

Soient aussi e^, e,, ... les valeurs de d^, d„ ... pour un 

point M dont les coordonnées cartésiennes 8ont(a?i. y^). Ce 

sont les coordonnées plurilatères de M; D^, D, ... sont les 

coordonnées courantes^ si on laisse (a?, y) indéterminées. 

L'équation — = — , 

représente la droite menée par le point de concours de DiOtD,, 
et le point M. 

L'équation — H — ^ = o, 

représente la polaire de M par rapport aux deux droites D^, Dj. 

Si Ton considère le triangle D^, D,, D, on voit que la droite 

d* d„ dm 

— + -^ -h — = o, 

«1 e, e, 

/ dj d, _ 
passe par les points ] Si Sa ' ^^c. 

( da =o 
C'est donc la droite harmoniqaement associée à M par rapport 
au triangle. 
Il est naturel de continuer ainsi. Par exemple, la droite 

représentée par 

d^ d^ d^ d^ 

1 1 1 = o» 

«1 6j 63 C4 

di _^ di ^ . /^ w ^ 
1 = o ; («1 a, di 

passe 1® par les points < , 2®<6i e, e, 

' 1 = O ; [ d^ = o, 

Ce qui fait sept points. — Cette droite est la polaire de M 
par rapport au quadrilatère DiD^DjD^. 
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Pour six droites D^, Dj, . . , De, la droite 

h ... H =0» 

6i Se 

donne ce joli théorème : 

Si Von partage six droites en deux groupes de trois droites, on 
forme deux triangles: le point d'intersection des polaires d'un point 
M par rapport à ces deux triangles est sur une droite fixe de quel- 
que manière qu'on fasse le groupement. 

On pourrait dire aussi que cette droite passe par le point de 
concours de la polaire de M , par rapport à V angle D^ Dj avec la 

polaire de ce point par rapport aux quadrilatères D, D^ Dj Dg. 

g 

L'interprétation géométrique de Téquation S — = o est très 

facile. 

Si une sécante MN rencontre la polaire en N; les droites (D^, 

D,,...), en (Pi, Pj,...), on a 

V, NPi ,^, .. MN - MP, 

S — - = o'^*), ou S — o, 

MPi ' ^' MPi 

ou MNS TT:;r U = O > OU rrrr^ = - S 




MPi ' -- MN n MPi 
n étant le nombre des droites D^, Dj,... 

Des développements semblables s'ap- 
pliquent à un système de plans. 

Il n'y a là rien de nouveau, si ce n'est 
peut-être la forme élémentaire de la 
rédaction. 

3. Pour le théorème 6, énoncé ci-des- 
sus, la démonstration analytique n'est 
pas difficile. 
Soient (x^, yi, Zi) les coordonnées de quatre points A.', B', G', D' ; 
leurs plans polaires par rapport à une sphère I seront repré- 
seutés par 

Si s: ocx^ 4- î/.Vi 4- ^J^i — R« = o, . . . 
L'équation 81—82=0 représente un plan passant par l'origine, 
et par l'intersection des deux plans polaires de A' et B'; l'équa- 

(*j Les perpendiculaires abaissés de M et N sur D,, égales à êj et 8„ 
sont dans le rapport MP| : NPi. 
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tion 3i 4- §2 = o représente donc le plan passant par Tinter- 
sôction des plans polaires de A', B' et conjugué avec celui qui 
passe par le centre I. Considérons l'équation. 

8, -h Sj H- 8, + 5^ = o, 

équivalente à Sa? -^ = R' ; 

elle représente le plan polaire de I par rapport au tétraèdre 
ABUD, et aussi le plan polaire du centre de gravité de A'B'G'D', 
par rapport à la sphère. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boadn. professeur au collège de Gourdemanche. 

(Suite et fin, voir p. 117.) 



74. — Résoudre l'équation 

tg a? -h 2 tg 3a? -h tg 5x = G. 

Posant tg a; = Vi ^<^us trouvons 

Abstraction faite de la solution évidente y = o, cette équation devient 

7t/« — 29j/< + 252/» — 3 = 0, 
ou (72/^ — 22y« + 3)(y» — i ) = o. 

Finalement y*=i, y* — 3, y»=-. 

7 
Les deux premières équations donnent 

a; = ± 45» -h Kw, a? = ± 6o» -+- Ktc. 

Autrement. — On a 

. , e . X o 2sin 3a? sin ox cos 3a; 

tg a; -+- tg 5a? 4- 2tg 3a?= 5— + 2 — - 

cos 3â? cos a? cos 5a; 

. « / I cos 3a? \ 

= 2sm 3a? ( r- -\ ) = o 

\cos 30? cos a? cos bx/ 

d'où sin 3a? = o, a?, = — ; 

I cos 3a; 

puis H = o, 

cos 3a? cos X cos 5a? 

cos* 3a? H- cos a? cos 5a? = o, 

! + cos 6aî H- cos 6a? + cos 4a? = o, 

cos* 20? 4- 4Cos^ 20? — 3cos 20? = o ; 
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dou: 1° cos 205 = o, Xi = --\ ; 

4 2 

et !• cos2aî = — I, oîj = (2K4- i)-; 

2 

3 
3», enfin, cos 20? = -• 

4 

C'est à celte dernière valeur que correspond la relation lg> a; = -> 

trouvée plus haut. 

75. — Résoudre réquation 

tg a: -h 2tg 3x -h 2tg 505 + tg 7a? = o. 
On peut récrire 

sin 8a; ( 1 5 ) = o. 

\cos X cos jx cos 3x cos bx/ 

Ktt 
Cette équation donne sin Sa? = o, a? = —-; 

o 

et 2C0S X cos jx H- cos 3x cos 5a; = o, 

ou 3cos Sx ■+■ 2C0S 6a; + cos 2a; =: o. (Il 

Posant cos 2a; = y, 

cos 8a; = I — 8y» + Sy* 
cos Sx = 42/3 _ 3y 
réquation (1) devient 

24y< -+• Sy^ — 242/» — 51/ + 3 =r o, 
ou {y + 0(22/ + i)(i22/« — 142/ + 3) = o. 

On a donc cos2a; = — i, a; = (2K+i)-; 

2 

cos2aj = , x=±:6o*-\-K'K, 

2 

7db V'i3 
cos 2a; = • 

12 

76. — Résoudre réquation 

tg 0? + a tg 20? 4- a tg 3a? 4- tg 40? = o. 

^ sin 5a; a sin 5a; 

On a 1 = o ; 

cos X cos 4a; cos 2a; cos 3a; 

ou sin 5a; = o, a? = -7- ; 

5 

puis o cos X cos 4a; + cos 2a; cos 6x = o 

a cos 5a; 4- o cos 3a; 4- cos 5a; 4- cos a? = o. 

Posant y = cos x, 

nous aurons cos 3a; = 42/^ — 3y, 

cos 5a; = 1 6y^ — 2oy^ 4- by. 

Après avoir supprimé la racine zéro 

cos a; = o, a;=(2K4-i)- 

on trouve 8y*{a 4- i) — 2y*(4a 4-5)H-a4-3 = o etc.. . 
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COMPOSITIONS POUR L'ÉCOLE NAVALE 

CONCOURS DE 1888 



Arithmétique, 

Calculer, a moins de 0,01 prè s, et en centième s, la valeur de Texpression 

^11X9,87654321 



^ 



17 



Algèbre. 

Ëtant donné un triangle ABC, rectangle en A et isocèle, et un point 
D situé sur le côté AB. Par un point X, situé sur le côté AC, on mène 
XE parallèle à AB et Ton joint ED. Désignons par h le côté AB = AC, 
par X la distance CX = XE, et par d la distance AD. 

1<> L'expression du volume engendré par le trapèze AXED tournant 
autour de AC. 

2* L'interprétation géométrique dont cette expression est susceptible, 
lorsque Ton donne à x des valeurs négatives. 

3" L'étude des variations du volume représenté par cette expression, 
quand le point X se meut sur AC et sur son prolongement au-delà du 
point C. 

4* L'étude du même problème, en supposant le point D situé à droite 
du point B. 

5<> L'étude du même problème, en supposant le point D situé à gauche 
du point A. 

Géométrie. 

D'un point pris sur la surface d'une spbère on peut abaisser toujours 
un arc de graad cercle perpendiculaire à un petit cercle donné. 

Définitions et théorèmes à l'appui. 

Propriétés des arcs de grand cercle perpendiculaires et obliques à un 
arc de petit cercle. 

Géométrie analytique. 

Les axes étant supposés rectangulaires, on considère la conique définie 
par l'équation 

[{X — 0)* 4- 2/* — p'](i + m«) — (y — mx)* — o, 
dans laquelle a et p sont des constantes et m un paramètre variable. 
On demande de montrer : 
1<» Que cette conique a un double contact avec la circonférence 

{X — a]^ + y» — p2 = o, 
aux points où elle est coupée par la droite 

y — mx = o, 
2*> Que cette conique est une parabole, quel que soit m : 
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Équation de l'axe de cette parabole ; cet axe passe par un point fixe 
quand m varie. Lieu géométrique des points de contact des tangentes 
menées par Torigine à toutes ces paraboles. 

3» Aux points où chacune de ces paraboles coupe Taxe des a;, on mena 
des normales : Lieu géométrique du poiat de rencontre de ces normales. 

Calcul do logarithmes. 

Calculer les valeurs de x comprises entre 0"* et 360** qui satisfont à 
réquation 

0,0643217 X COS (2I2» JO' 22') 

(tg 321» 21 19 j< 

Géométrie descriptive. 

Une droite est définie par les deux points a, a'; 6.5'; aa=42", p6= ai"", 
aa' = 12—, p6' = ôS-", «^ = 80""". On demande : 

10 De déterminer les projections de la perpendiculaire commune à 
cette droite et à la ligne de terre. 

2* De tracer les projecLions de la sphère décrite sur cette perpendicu- 
laire commune comme diamètre : intersections avec les plans de pro- 
jections. 

3*" De tracer les projections du cube, circonscrit à cette sphère, dont 
Tune des faces passe par la droite donnée et dont Tune des arêtes est 
parallèle à cette droite. 
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A treaUse on plane trigonomelry, par M. J. Caset, LL. D., F. R. S., pro- 
fesseur à l'Université catholique de Dublin. Un vol. in-8' de XVI-276 pages 
avec 66 figures dans le texte. Dublin, Hodges, Flggis et Londres, Long- 
mans, Green. 1888. 

Le lecteur peut bien préjuger de ce qu'il rencontrera dans un traité 
classique de trigonométrie ; il semblerait donc inutile d'en parcourir la 
substance pour aboutir à une cnumération sans intérêt. Cependant, la 
disposition d'ensemble de ce livre, ainsi que le choix des démonstrations 
et la profusion des exercices qu'il renferme, nous engagent à lai donner 
ici une attention particulière. 

En 260 pages, Tauteur a réuni toutes les notions essentielles, en ayant 
soin de donner à chaque objet d'étude le développement qu'il méritait. 

Il insibte, au début, comme il est nécessaire, sur l'étude des variations 
qu'éprouvent les difiérentes lignes trigonométriques et sur les change- 
ments de signes qui les afiectent (chap. I). 

Passant à l'établissement des formules principales (chap. II), il propose 
de les classer en neuf catégories, suivant l'objet spécial auquel elles 
peuvent s'appliquer : 

Relations entre lignes d'un même arc; formules d'addition, de multi- 
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plicatioD, de division, de transformation de produits en sommes ou diffé- 
rences, et réciproquement; relations entre fonctions Inverses; élimina- 
tion et identités trigonométriques. 

La plupart des démonstrations sont appuyées de relations géométriques 
et les deux dernières subdivisions sont accompagnées d'applications par- 
ticulièrement intéressantes. 

A.U chapitre III, p. 81 et suiv., Tauteur expose une démonstration rigou- 
reuse de la limite de ( i + - ) ponr n infini II établit (p. 87) que le nombre 

e, qui exprime cette limite, est incommensurable. En raison de Timpor- 
tance de cette constante dans l'Analyse, il eût été utile de démontrer 
que ce nombre n'est pas racine d'une équation du second degré. 

Rappel et comparaison des propriétés des deux principaux systèmes 
de logarithmes népériens et ordinaires. 

La transition devient très naturelle pour arriver au calcul des tables 
trigonométriques des lignes usuelles (chap. IV) et de leur interpolation, 
puis à la transformation des équations et formules trigonométriques, 
pour les rendre calculables par logarithmes (chap. V). 

La résolution des triangles fait l'objet du chapitre VI. Le triangle rec- 
tangle sert d'introduction, puis on passe aux triangles obliquangles et 
aux formules classiques qui relient les divers éléments d'un triangle et 
préparent ainsi les problèmes variés auxquels donne lieu la résolution 
des triangles. Les applications à la topographie, exposées dans six questions 
et complétées par vingt-et-un exercices, justifient l'importance donnée 
à ce chapitre, terminé par des questions plus spéciales sur les médianes, 
les bissectrices, les lignes concourantes et le problème de Malfatti, et 
enfin sur la trigonométrie du (quadrilatère. 

lie chapitre VII est consacré k la démonstration des formules de 
Moivre et d'ËuIer, qui établissent une liaison si intime entre les dévelop- 
pements en série, le binôme de Newton et les exponentielles imaginaires. 

Incidemment, l'auteur est amené à signaler, dans douze exercices, 
les propriétés les plus essentielles des nombres de BemouUi; puis, 
la remarquable propriété des cordes d'un cercle issues d'un même point 
de la circonférence et interceptant des arcs égaux. Cette propriété, 
rencontrée par Viète, établit la relation entre les quantités de la forme 

i 

xn j{ , et en donne une signification géométrique. 

La même forme analytique se rencontre dans la résolution de l'équa- 
tion binôme, ou, plus généralement, des équations réciproques ; mais, en 
associant convenablement les racines, on obtient des binômes du second 
degré, de la forme [x* -^ 2 cos Ko; + 1), qui admettent aussi une inter- 
prétation géométrique élégante, connue sous le nom de théorèmes de 
Cotes et de Moivre, et relative à des rayons vecteurs de la circonférence 

Un paragraphe important est consacré à la décomposition de sin 0, cosO 
en facteurs etdetgO en fractions, et à l'énoncé de curieuses conséquences 
de la formule de Crofton. 

Signalons, pour terminer ce chapitre, l'expression d'une série de sinus 
et cosinus d'arcs en projection arithmétique. 

Le huitième et dernier chapitre, intitulé : Angles imaginaires, est divisé 
en deux paragraphes. 

Après avoir fait connaître ce que deviennnent les développements de 
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siniretcosajlorsqueajest remplacé par p(cos 6 +isinO) l'auteur s'occupe 
des expressioDS j: — i r qui, abstraction faite de «, pren- 
nent le nom de sinus et cosinus hyperboliques. Les fonctions hyperboli- 
ques sont intimement liées aux fonctions circulaires ; et pour passer 
d'une formule de trigonométrie rectiligne à la formule correspondante 
de trigonométrie hyperbolique, il suffit de changer en tO, cos (t'O) en 
G/iÔ, sin (16) en iS/iO, tg (i6) en iTM. 

Les notations sont celles deRiccati, adoptées dans les récents ouvrages 
et articles publiés sur les fonctions hyperboliques par MM. Laisant, 
Gûnther et Mansion. 

Plus d'un millier d'exercices, et les réponses à trois cents d'entre eux, 
donnent au lecteur les facilités nécessaires pour appliquer les notions 
exposées dans les difiérents paragraphes. 

Tel que nous venons de le parcourir, l'ouvrage de M. Gasey ne demeu- 
rera pas isolé dans l'enseignement classique; nous pouvons espérer, en 
effet, que l'auteur publiera bientôt un traité semblable de trigonométrie 
sphérique. En attendant, nous ne doutons pas de l'accueil favorable 
que le premier rencontrera auprès du public mathématique, qui a tou- 
jours si justement apprécié les ouvrages du savant professeur de l'Uni- 
versité de Dublin. H. Brocard. 

Nous appelons l'attention de nos lecteurs sur les ouvrages de M. l'abbé 
Gelin, docteur en Théologie et en Philosophie, Professeur de mathéma- 
tiques supérieures au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique). Les prin- 
cipaux, parmi ces ouvrages sont les suivants : 

Traité d'Arithmétique élémentaire {cinquième édition)^ à l'usage 
des Gours professionnels, des candidats aux Écoles spéciales des Univer- 
sités et k l'Ecole militaire de Bruxelles. Ouvrage couronné par V Académie 
royale de Belgique (concours De Eetn), et adopté par le Conseil de perfec- 
tionnement de renseignement moyen pour les classes supérieures de la section 
scientifique des Athénées, — Prix : 5 francs ; Union postale, 5 fr. 60. 

Précis d'Arithmétique, à l'usage des Écoles moyennes, des cours 
professionnels, des Ecoles normales et des classes d'Humanités. Ouvrage 
aJjoptépar le Conseil de perfectionnement de l'enseignement moyen pour les écoles 
moyennes^ les Collèges et les Athénées, et conforme au programme du Gouver- 
nement pour les Ecoles normales. — Prix : 3 francs ; Union postale, 3 fr. 40. 

Recueil de problèmes d'Arithmétique, à l'usage des Ecoles, 
moyennes, des Ecoles normales, des classes d'Humanités et des cours 
professionnels. — Prix : 1 fr. 25 ; Union postale, 1 fr. 40. 

Traité de la résolution des problèmes. — Prix : fr.75; franco 
fr. 85. 

Ge Traité renferme les solutions raisonnées de 97 problèmes-types. 

Eléments de Trigonométrie plane et sphérique, à l'usage des 
élèves des Guurs professionnels, des candidats aux écoles spéciales des 
Universités et à l'école militaire de Bruxelles. Ouvrage couronné par l'Aca- 
démie royale de Belgique (concours De Ketn). — Prix : 5 francs ; Union 
postale, 5 fr. 40. 

Précis de Trigonométrie rectiligne. à l\isage des élèves des 
classes d'Humanités et des candidats au diplôme de géomètre-arpenteur 
— Prix : 1 fr. 50 ; Union postale, 1 fr. 65. 
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Recueil de tables numériques. — Prix : 2 fr. 25 ; Union postale, 
2 fr. 45. 

Les èUmenls de trigonométrie plane et sphérique, qui viennent de 
paraître et auxquels nous avons fait récemment (*) un intéressant emprunt 
avant leur publication, nous ont particulièrement frappé. Nous avons 
compris, en les lisant, tout le bien que nous e^ avait dit, il y a quelque 
temps l'un des juges (**) du concours à la suite duquel cet ouvrage a été 
si justement couronné. Nous pouvons lui prédire, en toute certitude, un 
grand et légitime succès. G. L. 

Le nombre des esprits qui s'intéressent aux questions scientifiques 
s'accroît tous les jours. 

Cette partie notable du grand public est composée des personnes qui, 
n'ayant pas fait de la Science une étude spéciale, en sentent toute l'im- 
portance, et de celles que les nécessités de la vie ont empêchées d'obéir 
à leur inclination pour cette étude. - 

Les unes et les autres veulent être tenues au courant des travaux, des 
découvertes scientifiques, et c'est pour elles que M. Hément, inspecteur 
honoraire de l'instruction publique, vient de publier chez MM. Gauthier, 
ViLLARS ET Fils, un charmant ouvrage à 2 fr. 50 les étoiles filantes et les 
bolides, dans lequel il expose en quelques pages élégantes et claires, ornées 
de fort belles gravures, tout ce que Ton sait de ces intéressants météores 
que chacun a vus mais sur lesquels peu de personnes possèdent des 
renseignements précis. 



BACCALAUREAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

SESSION DE JUILLET 1887 



ACADÉMIE DE GLERMONT 



1. — !• Résoudre l'équation ; 

X* 2 -{- X* 



3 aj('— 2 -h ic») 
2* On donne un quart decercle AOB, de rayon R. Par un point M de l'arc 
AB, on mène la tangente MG, la perpendiculaire MD à OB et le rayon OM. 
Déterminer le point M de telle sorte qu'en faisant tourner la figure autour 
de OA, le volume engendré par le trapèze ODMG soit dans un rapport 
donné m avec le volume engendré par le secteur circulaire, MOB. — 
Application : m = 2. Calculer, pour cette valeur, l'angle MOB. 

2. — !• Etant donné un rectangle ABGD de dimensions BG = a, 



(•) Journal^ pp. 92 et 104. 
(••) M. Gatalan. 
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BA. = o, on mène, par les sommets B et G, des droites extérieures au 
rectangle et faisant avec BG, des angles FBG, FGB, égaux à un môme angle 
aigu a ; on fait la môme construction sur le côté opposé AD, et Ton obtient 
un quadrilatère EFGH. 

1* Démontrer que ce quadrilatère est un losange. 

2* Galculer en foiéCtion de a, h, a, les diagonales et les côtés. 

3. — 1* Démontrer géométriquement que le rapport des aires de deux 
triangles ayant un angle égal ou supplémentaire est égal au rapport des 
produits des côtés comprenant Tangle. 

%• On donne un triangle BAG. Mener une sécante DE, coupant les côtés 
AB, AG, égale à BG et telle, que le rapport des aires du triangle DAE et 
du triangle ABG soit égal à un nombre donné m. Galculer alors le rapport 
des volumes engendrés par ces triangles tournant respectivement autour 
de DE et BG. 

Application : 

A = 6o, c = 2, 6 = 7, m = 2. 

Résoudre un triangle eonnaissant deux côtés 6, c et l'angle compris A. 

Application : 6 et c sont les racines de Téquation 

J2X* — Syix + 2809 = o. 
Tangle A est donné par la relation : 

. A x'-hx- 

sm — = — TT-; 

3 XX 
x' et af étant les racines de Téquation précédente. 

5. — 1* La droite joignant deux sommets opposés d'un octogone régu- 
lier le partage en deux parties égales. Galculer la surface et le volume du 
solide engendré en faisant tourner Tune des parties autour de la droite : 
1* en fonction du rayon R du cercle circonscrit; 1* en fonction du côté c 
de l'octogone. 

Application c == x". 

Galculer tg - connaissant sin a. 
2 

Application : — sina = — x» 



QUESTION 222 

Sdlatidn par M. Tabbé Gelin, professeur au Gollège Saint-Quirin, à Huy. 



Trouver la condition que doit vérifier le paramètre a pour que 
les polynômes 

U = X* séc* a — 2xtgoL+ i, 
V = X* — 2x' tg d + séc* a 
admettent un diviseur commun du second degré. 

(B. Hanumenta Rau.) 
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Si Ton observe que les polynômes U et V sont réciproques, 
on pourra poser : 

U = £c*séc'a — 2Xig(i-h i = (a?" séc«« H- aa? -h i)(ac* + 6a?+ i), 
V = aî* — 205' tga H- séc* a = (ic" 4- ao? -H séc* a)(a?* + bic + i); 

d'où; en effectuant les produits et identifiant, 

(1) a -h b séc* a = o, 

(2) ai 4- I -h séc» a = o, 

(3) a + 6 = — 2 tg a. 

Soustrayant (3) de (1), il vient 

6(séc* a — i) = 2 tg a, 
ou 6 tg* a = 2 tga; 

d'oîi 

(4) tg a = o, 6 tg a =^ 2. 

Dans la première hypothèse : 

séc* a = I, a =±: v/2, 6 — q: \/2; 
et, par suite, 

U = V = 0?* H- I = (a?* + a? ^2 + i)(a5* — a? \/2 4- i). 
Dans la seconde hypothèse, éliminons séc" a entre (1) et (2), 
et tg a entre (3) et (4) ; il vient 

a(6* —1)4-6 = 0, 
aô 4- 6* 4- 4 = o; 

puis, en éliminant a entre ces deux dernières équations, 

6* 4- 26" — 4 = o, 

d'où 6 =± y/y/ s - i; 

puis a=-/-=zp4^ = -V^(v/5 4-2)V5-i) 

= h: V5\/5 + II, 
tga = ^=± _^ =±V^V^5 + I, 

séc* (X = I 4- tg* a = v^5 4- 2, 
et, par suite, 

U = a5*(v/5 4- 2) =p 20cy^^ + j -|- i 
= fa3*(\/5 4- 2) q: cc\5\/^ 4- II 4- ij[aî« ±a;Vv/5 - i + i]; 



* ***** **** 

' * • * ! ! * 

* * * * * « 
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V = ic* Hh 2aîVv^5 -h I + v/5 + 2 

= [x^ i^zaîV 5/5 + ii+\/5 + 2][x^±ay\/'5 — i -H i]. 

Nota. — M. Ghapron, dans la solution qu'il nous adresse, 
a généralisé la question proposée par M. B. Hanumenta Rau; 
et il a considéré le cas de deux polynômes inverses tels que 
U sraa;* + bx^ -\-cx^-hdx -he^Y:s:ex^ -h dx^ -hcx^ + bx-^a, 
ou J] :^ ax^ -+■ ... -h fy V =: /bc' -H . . . + a, etc. 

L'analyse nécessaire à cette généralisation exige quelques 
notions de calcul qui ne sont pas assez élémentaires pour être 
reproduites dans ce journal. Nous indiquons seulement les 
résultats signalés par M. Ghapron dans sa très élégante solu- 
tion. 

Dans le cas des polynômes du quatrième degré, si Ton 
exprime que le résultant des formes U, V est nul, on trouve 
un déterminant Ç du huitième ordre ; mais, comme Tobserve 
M. Ghapron, Ç peut se mettre sous la forme 

abc I 

a 1 + e I 
e a+d I 
e d c I 

Si le premier facteur de Ç est nul, 1 est la racine commune; 
de même, si le deuxième facteur est nul, — i est la racine 
commune. Enfin, dans le cas où le troisième facteur est nul, 
les deux polynômes admettent un diviseur commun du second 
degré. 

Nota. — Cette question a été aussi résolue par M. Boutin, professeur 
au collège de Gourdemanclie. 

QUESTION 224 

liolution par M. Quintard^ à Arbois. 



Cs:(a + 64-c4-d + e){a — ÔH-c — d + e) 



a, b, c étant trois entiers satisfaisant à la condition 

(1) ab 4- bc -H ca = I, 

prouver que 

S(ab — i)(a H- i)(b + i)(c-— * 1) = «l(a -+- b -+- c + i). 

(Catalan.) 






: •-• • • 
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On a (oô — i)(a + i)(6 + i)(c — i) 

= a*6*c -h a^bc + a6*c •¥ abo — a»6* — a'6 — a6* — aie 
-Hoô + a + é — c — a6— 6c — ca + i; 
ou, en tenant compte de (1) : 
a*6*c 4- 2a'6c 4- 2a6*c — àb{a + 6 + c) +a-f-6 — c-+- atc 
La somme proposée est alors 

ô = a}¥c 4- 2a'6c 4- 2a6*c — a6(a 4-64-c)4-a4-6 — C4- abc 
4- ô*c*a 4- 26*ca 4- 26c'a — 6c(a 4-t4-c) + 64-c— a4- abc 
4- c'o*6 4- 2c'a6 4- 2ca'6 — ca(a 4-64-c)4-c4-a — 64- abc. 
Réduisant, on a 

6 = abc 4- 4afc(a 4-64-0)4- 3abc = 4a6ç(a 4- 6 4- c 4- i ) 

Donc, finalement 

S(a6 — \){a 4- i)(6 4- i)(c — i) = ^abcla + 64-04- i). 

Nota. — Solutions analogues par MM. Boutin, professeur au collège de 
Gourdemanche; Ignacio Beyens, capitaine du génie, à Cadix; J. Ghapron, 
à Bragelogne; Tabbé £. Golin, professeur au collège Saint-Quirln, à Huy 
(Belgique). 



QUESTION 228 

flk»liition par M. Henry Galppeau, élève au Lycée d^Angoulêmo. 



On donne dans un plan, un angle xoy et un point A. Par les 
points 0,A, on fait passer une infinité de circonférences. Soit 
BG la corde déterminée dans Vune d'elles, par les côtés de V angle. 
Soit M la projection de A sur BG. Le lieu de M est la droite de 
Simsoriy relative aux données. 

Soient P, Q, les projections du point A, sur les droites ox, 
oy. D'après le théorème de Simson, le point M se trouve sur 
'la droite fixe PQ; celle-ci est donc le lieu décrit par le point 
mobile M. 

Solution identique par M. René-Henri Martin, élève au lycée Gondorcet 
(Glasse de M. Brisse). 
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QUESTIONS PROPOSEES 



286. — Soient, pour abréger : 

N = (aô + cd){ac + bd){ad 4- 6c), 
A = (— a+ 6+c -+- d){a — 6+c + d)(a -h 6 — c -4- d){a -h 6 h - c — d). 
Quelles sont les racines carrées des polynômes 
fyjjf - o»A, AN - 6«A, 4n - C'A, An - d«A ? 

cL^.^fùUc'h^V^^/^c^' (Catalan.) 

287. — Sur le côté AG du triangle rectangle ABC, on prend 
le point D, de telle sorte que 

AD _ w 

DG "" n' 
Par D, on élève, sur AG, la perpendiculaire DEF. Les poiûts 
F, E étant les intersections de cette perpendiculaire avec les 
côtés AB, BC; montrer que Ton a les relations: 

15^ _ (m + n)^ (ÂF^ ±: CË^) 

BP'* ~ w'^ BG'' ± n'' ÂB'* 
^ mn(m-{- n)*ÂF^BÊ' 

(A) S = ^ • r- • 

^^^ 2 (n« ÂF* + m» M^ 

Dans ces expressions, BP est la perpendiculaire menée du 
sommet de Tangle droit sur Thypoténuse ; S représente Taire 
du triangle ABG. (G. Russo.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LÀ 



GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. 0« de liong^champs. 

(seconde partie) 

(5m/e, voir p. 147.) 



CHAPITRE VIII 



LES FIGURES INACCESSIBLES — LE PROBLÈME DE LA CAPITALE 

Nous allons supposer maintenant que, dans la région inac- 
cessible, nous ayions à considérer des points, en nombre quel- 
conque, ou des droites; et nous nous proposons de résoudre un 
certain nombre de problèmes relatifs à ces figures. 

Nous envisagerons d'abord le cas le plus simple qu'on 
puisse imaginer dans Tordre d'idées qiue nous abordons main- 
tenant, celui oii la figure en question est formée par trois 
points A, B, G visibles, mais inaccessibles. 

80. L'angle inaccessible. — Une première question se 
présente naturellement au début de cette étude. En suppo- 
sant trois points A, B, G, dans les conditions que nous venons 
d'indiquer, on peut demander la valeur de l'angle ABC. En 
particulier on peut rechercher si ces trois points sont, ou non, 
en ligne droite; en supposant, bien entendu, que les lignes 
BG, AB, prolongées, ne pénètrent pas dans la partie accessible. 

Ayant pris, quelque part, un point 0; on mène, par 0, une 
semi-droite A parallèle à BA; puis, par une deuxième opéra- 
tion, on déterminera une autre semi-droite A' parallèle à BG. 
Si les jalonnements A, A' sont bien dans le prolongement 
l'un de l'autre, les points considérés sont en ligne droite. Dans 
tous les cas, l'angle de A avec A' est égal à l'angle ABC. 
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Pour avoir A et A' on peut, cela va sans dire, opérer de di- 
verses façons : la figure 241 reproduit la construction indiquée 
précédemment (§ 65) : elle nous paraît donner, d'une façon 




suffisamment pratique la valeur d'un angle inaccesible, quand 
on suppose, comme nous l'avons fait, que les prolongements 
des côtés de l'angle ne pénètrent pas dans la région accessible. 

81 . Les trois points inaccessibles en ligne droite. 

— Le cas où les trois points A, B, G sont en ligne droite mé- 
rite un examen particulier. Bien des solutions se présentent 
à l'esprit pour résoudre cette question: (rois points inaccessibles 
A, B, G étant supposés visibles, les lignes de viiée AB, AC, BG ne 
pénétrant pas daas la région accessible , dire si ces points sont, ou 
rie sont pas, en ligne droite. 

On peut d'abord, comme nous venons de l'indiquer, tracer des 
parallèles aux côtés AB, BG et vérifier que ces alignements sont 
parallèles On peut aussi, enappliquantles méthodes exposées 
au chapitre précédent, calculer les distances AB, AC, BG et 
reconnaître que le plus grand de ces nombre? est égal à la 
somme des deux autres. On peut encore, comme nous l'indi- 
quons un peu plus bin, calculer Taire du triangle ABC et 
voir si elle est nulle; etc, etc.. 

Mais ces diverses solutions exigent, sur le terrain, des 
opérations assez longues; nous allons en indiquer d'autres, 
plus pratiques. 



î» •• • • 
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Première Solution. — Si les dislances OA, OB, OC sont 
connues, ou si elles ont été cal- 
culées, on peut vérifier que les 
points A, B, G sont en ligne 
droite, au moyen d'une égalité 
que nous allons établir. 

Prenons sur OB, dans la par- 
tie accessible, un point M; puis, 
menons les parallèles MP, MQ 
aux lignes OC et OA. Les tri- 
angles OPR, OAB, qui ont un 
angle commun, donnent 
OAB OA.OB 




OPR OP.OR 



Fig, n2. 



On a, de même. 



OBG OB.OC 



OQR OQ.OR 
En observant que les triangles OPR, OQR sont équivalents, 
on peut écrire 

GAG 2OA.OG OA.OB OB.OC 



OP.OQ OP.OR OQ.OR' 



OM OP OQ 



-OPQ 
2 

ou, finalement. 



OB OA ■ OC 

Réciproquement; si cette égalité est vérifiée, les trois points 
A, B, G sont en ligne droite. 

Seconde solution — La méthode précédente exige que Ton 
connaisse les longueurs OA, OB, OG; celle que nous allons 
indiquer maintenant ne nécessite aucun calcul. Elle repore 
sur le principe des figures inverses. 

Prenons un point arbitraire 0. Soit Oa un jalonnement 
perpendiculaire à la ligue de visée OA. Avec le simple cordeau, 
on prend, sur Oa, un point arbitraire a et l'on jalonne aA' 
perpendiculaire à a A. En répétant cette construction pour les 
points B et C. le cordeau ayant, dans les trois cas, la même 
longueur Oa, on obtient deux autres points B', C. 

Gela fait, pour savoir si les points A, B, G sont en ligne 
droite, on se transporte avec une fausse équerre au point A' 
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et Ion relève Tangle (*) B'À'C. L'instrument donne, en même 
temps, un angle égal au supplément de B'A'C. En se plaçant au 
point 0, enverra si l'angle B'OC est, ou non, égal à ce supplé- 
ment. 

Cette construction, comme l'on voit, repose sur co principe 
des figures inverses: à une droite correspond une circonférence 
passant par le pôle, et réciproquement. Elle offre d'ailleurs 
l'avantage de pouvoir être effectuée dans un espace aussi limité 
qu'on voudra le supposer. 




(Fig. 248.) 

82. La mesure de l'angle inaccessible. — La méthode 

précédente peut servir aussi à meiurer Tanglc inaccessible: 
mais il faut alors avoir à sa dispositioQ un instrument per- 
mettant d'évaluer la grandeur des angles observés, par exem- 
ple, un goniomètre. 

Représentons encore par A', B', G' les inverses des points 
inaccessibles A, B, C. Les quadrilatères AGA'C, BGB'G' étant 
inscriplibles; les angles a, a, d'une pari; p, p', d'autre part, 

[*) L'expression relever un angle, que nous employons ici, ne veut pas 
'lire qu'on ait besoin de l'expression numérique de cet angle; on fait 
marquer aux branches de la fausse équerre, tout simplement, un angle 
égal à celui des semi-droiles A'B', A'C; sa valeur n'importe pas et, pour le 
dire en passant, ceci distingue la fausse équerre du Goniomètre, instrument 
dont nous parlons plus loin, et qui, lui^ donne la valeur de l'angle. 
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sont égaux, or, nous avons 

isG^A' =: a' + G'OA', 
zGW r^ fi' -r G'OB' ; 
et, par conséquent, 

B'G'A' ^ BGA + A'OB'. 
Ainsi, après avoir construit les points A', B', G', inverses dos 
points inaccessibles A, B, G, on obtiendra AGB, en retran- 
chant B'OA' de rangle observé B'G'A'. 

Il y a pourtant lieu d'observer ici, pour éviter toute erreur, 
que, en appliquant cette règle, il faut compter Tangle B'G'A' 
de zéro à 27r; cet angle étant mesuré parla rotation de la semi- 
droite C'A' tournant autour de G', jusqu'à ce qu'elle vienne 
s'appliquer sar la semi-droite G'B', après avoir rencontré, non 
pas G'O, mais son prolongement; c'est-à-dire, la- semi-droite 





Fig. 244. Fig. 245. 

Cz. Dans ces conditions, la règle e^t générale et conduit à des 
résultats pouvant varier de tc à 27t oa de zéro à x, suivant que 
le saillant de l'angle est dirigé vers le point comme dans 
la figure 245; ou vers le prolongement de OG, comme le montre 
la figure 244. On peut ainsi apprécier, non seulement la gran- 
deur de l'angle inaccessible considéré, mais aussi sa disposi- 
tion relativement à l'observateur. 

Beaucoup d'autres solutions pourraient être proposées pour 
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déterminer de grandeur d'un angle inaccessible; mais nous 
croyons avoir indiqué les plus pratiques et, sans insister 
davantage sur cette question, nous abordons maintenant Tim- 
portant problème de la capitale. 

LE PROBLÈME DE LA CAPITALE 

Parmi les problèmes qui se rattachent à Tangle inaccessible, 
le plus important, par l'application qu'on en fait dans l'art de la 
guerre, est celui qui se propose la détermination de la capitale. 
On sait qu'on entend, parla, la bissectrice d'un saillant, angle 
formé par deux lignes de fortification. 

83. La solution par le Goniomètre (*). — 1° Soient 
CA, CB les côtés de l'angle inaccessible, formant, par exemple 

les arêtes d'un saillant; il s'agit 
de déterminer la capitale de AGB. 

Sur les prolongements des côtés 
AG, BG on choisit, arbitrairement 
d'ailleurs, deux points D, E;etavec 
le Goniomètre, on relève les angles 
GED = a, CDE = p. On a donc 
ACB =Tz — X — p. 

Ayant ainsi calculé l'angle G, 
on se reporte, successivement, aux 
points D, E; et, par ces points, on 
trace deux jalonnements faisant 
avec DE, dans la partie opposée 

Q 

à G, des angles égaux à — ;on ob- 




Fig, 246, 



2 



tient ainsi un certain point F'. 
De cette construction, il résulte d'abord que le quadrilatère 
EFDG est inscriptible. 

Donc 



G 



EGF = EDF rr - , 



(*) Celte solution et la suivante sont empruntées (p. 21) à l'ouvrajçe : la 
Guerre des siégex, à l'usage des Académies militaires et des Ecoles de 
cadets en Autriche ; par Moriz Branner, capitaine de 1 Etat-major du Génie 
Autrichien, — traduit de l'Allemand, par H. Picltc, capitaine du Génie* 
(Firmin Didot, 874). 
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FGD = DEF=-: 
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puis EGF = FCD. 

On peut observer aussi que FE = FD; or, à des cordes ége^les 
correspondent des arcs égaux ; GF est donc 
la bissectrice de l'angle ECD. 

Un point F de la capitale étant ainsi 
déterminé, la ligne de visée s'obtient 
par un jalon fixé entre F et G, en ligne 
droite avec ces deux points. 



84. La solution par Téquerre 
ordinaire, — Prenons, comme tout à 
l'heure, les points D, E; les perpendicu- 
laires, menées par ces points, aux côtés 
GD, DE, donnent un certain point G. Si 
l'on trace la bissectrice GK de l'angle G, 
la capitale cherchée s'obtient en détermi- 
nant la ligne de visée A, qui, partant de 
G, tombe perpendiculairement sur GK. 




Fig. ?47. 



86. La solution par la fausse équerre et le 
cordeau. — Si l'on ne possède pas les instruments que nous 




Fig. 248, 
avons utilisés dans les solutions précédentes, on pourra tou- 
jours opérer avec une fausse équerre, ou avec un simple 
cordeau, comme nous allons l'indiquer. 
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Par les points D, E, au moyen de la ausse equerre, traçons 
des jalonnements DD', EE' respectivement parallèles aux 
lignes de visée CE, CD. Si nous prenons D' arbitrairement, 
puis, avec un cordeau, E'E = D'D, par un théorème connu (*) 
les lignes DE', ED' se coupent en I, sur la capitale cher- 
chée. 



86. La solution générale. 





Fig. 250. 



- Les solutions qu'on vient de 
lire exigent que lesprolonge- 
ments des arêtes du saillant, 
pénètrent dans la région ou 
Ton peut opérer. Il n'en est 
pas toiijours ainsi; notam- 
ment, lorsque le saillant est 
obtus. 

Mais voici une solution 
générale; c'est-à - dire, 
une solution pouvant être 
utilisée dans tous les cas 
possibles. 



(*) Ce théorème a été proposé sous le n» 9020 dans VEducational times 
et résolu dans le numéro de juin 1887. Voici, d'ailleurs, comment on 
peut le démontrer. 

Soit OABG un parallélogramme; ayant pris AQ = GP, il faut mon- 
trer que AP et GQ se coupent, en I, sur la bissectrice de AOG. A cet 
effet, menons IR parallèlement à A ; je dis que IR = OR. 

Le trapèze OAGP et la droite IR 
JR parallèles aux bases, donnent : 
(l) IR.OG = OA.RG-hGP.OR 
D'autre part, en considérant le 
triangle APB et la transversale 
QIC, on a 

AQ IP CB__ 

QB * lA ' CP ~ ' 
Mais AQ = GP, donc 
IP __ RG __ QB 

IA~ ~ 




Fig, 249. 
La relation (1) peut alors s'écrire sous la forme 



OR BG 



0R.2g = OA.^ + CP = QB 4- GP = QB 4- A(5 = AB. 

IR. tiD 



Or, OG = AB; finalement 



IR =: OR 
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Par un point 0, arbitrairement choisi, on tracera, par 
Tun des procédés connus, des jalonnements Oa, Op respecti- 
vement parallèles aux semi-droites Gk, GB. On détermine 
ensuite la bissectrice A de Tangle formé par Oa et le prolonge- 
ment de pO; la projection de G sur A détermine, en H, un 
point de la capitale. 

Gette construction s'applique, bien entendu, au cas oîi les 
prolongements des côtés de Tangle pénètrent sur le terrain 
accessible; elle se trouve môme simplifiée parce que Ton peut 
prendre Tun des prolongements, pour constituer Tun des 
côtés de l'angle aOp. 



LES AIRES INACCESSIBLES 

Nous avons appris, précédemment, à calculer la longueur 
d'un segment inaccessible ; nous pouvons déterminer l'aire 
d'un triangle inaccessible en évaluant successivement ses trois 
côtés et en appliquant ensuite la formule de Héron. Sachant 
trouver l'aire d'un triangle inaccessible, on en déduit celle d'un 
polygone quelconque en décomposant celui-ci en triangles. 
Mais une pareille solution est fort peu pratique, vu les lon- 
gueurs qu elle comporte, et nous devons rechercher, pour ce 
problème, des solutions plus simples. 

87. L'aire du triangle inaccessible. — La méthode 
cartésienne- Lorsque 
les côtés du trian- 
gle considéré ABC 
ne sont pas trop 
considérables ; si, 
en outre, les som- 
mets ne sont pas 
très éloignés du 
terrain où l'on 
opère, la méthode 
cartésienne s'appli- 
que remarquable- 
ment bien à la Fig.^j^. 

détermination de l'aire de ce triangle. 
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Après avoir tracé deux alignements rectangulaires Ox, Oy, 
on détermine avec Téquerre ordinaire, les projections des 
points A, B, G sur ces axes. Ayant relevé, au moyen de la 
chaîne, les longueurs Oa, 06, Oc;Oa\ Ob\ Oc'; Taire cherchée 
S est donnée par la formule connue (*). 

Oa Oa' I 



±.S 



I 

2 



06 Ob' I 
Oc Oc' I 



88. L'aire du polygone inaccessible. — On peut géné- 
raliser cette méthode et l'appliquer à la détermination de Taire 
d'un polygone quelconque, A^Aj.. . A„, supposé inaccessible. 

Dans ce cas, on a (**) 



±28=^ 



Odi 06i 
Oa^ 06j 



-h 



Oûf, O63 
Oa, 06. 



+ 



+ 



Oa„ 06„ 
0(/i O61 



Dans la pratique, cette formule est commode parce qu'elle 
est générale et toujours applicable, quelle que soit la dispo- 
sition des sommets du polygone. On sait comment Taire du 
polygone se ramène à celle du triangle, en la décomposant 
en triangles; mais, pourles polygones inaccessibles, il peut se 
présenterune difficulté, résultant de ce fait que les triangles 
considérés doivent être, tantôt ajoutés; et, suivant les cas, tan- 
tôt retranchés. Or, pour des figures inaccessibles, il n'est pas 
toujours facile de distinguer le premier cas, du second. En 
employant la formule précédente, on évitera cette difficulté. 

La construction précédente ne peut être employée que dans 
le cas où les points A, B, G ne sont pas très éloignés du ter- 
rain sur lequel on peut opérer ; elle n'est pas générale. Il 
nous reste donc à traiter, par des moyens plus pratiques, le 
problème des aires inaccessibles. 

89. Aire du triangle inaccessible. (Solutions diverses,) 
— 1° Supposons d'abord qu'ua seul sommet G du triangle 



(*) On pourrait assurément se passer ici de la notation des déterminants; 
mais nous Tadoptons pour éviter toute discussion sur les signes dont il 
faut aflecter les produits : Oa, 06', etc., dont la somme algébrique fait 
connaître la valeur de S. 

(•*) Cours de mathéma'iqttes spéciales; t. H; p. 75. 
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fii 



A* 



soit accessible. Jalonnons un alignement A, passant par C, 

et prenons les réciproques A', B' des points A, B, par rapport 

à A. Avec la chaîne, nous pourrons relever les longueurs 

Ca = a, A'a = a' ; 

G? = 6, B'p = b'. 

Désignons aussi par u et v les 

distances inconnues Aa, Bp; nous 

avons 

a* = v,a\ 6' = vb\ 

D'ailleurs 

ACB =: ABap - ACa - BCp. 

Par suite. 

A^n n -hv , _ au bv 

AtiD = 



av 



■hv . , . au 
— {a -hb) 

bu 




B' 



OU finalement. 



ab 



r) 



Fig. 952. 



// 



t 



ACB = ^ i% 

Celte solution s'applique particulièrement bien au cas où les 
sommets A, B sont très éloignés, lorsque la projection de AB, 
sur A, est relativement faible; car, dans cette hypothèse, les 
chaînages nécessaires se font sur de petites longueurs. 

Lorsque les trois sommets sont inaccessibles, comme dans 
la fig. 2S3, on peut prendre, sur la ligne de séparation A, un 
point 0, arbitrairement; puis observer que 
ABC = OBG - OAB - OAG. 

Mais ce procédé offre quelques lon- 
gueurs et il est préférable d'attaquer 
le problème par des méthodes plus 
directes, comme celles que nous 
allons indiquer. 

2° Supposons donc, pour nous pla- 
cer dans le cas le plus difficile, les 
trois sommets inaccessibles, et jalon- 
nons une droite A rencontrant les 
lignes de visée AC, AB en des points 
P, Q. Effectuons maintenant la construction qu'indique la 
figure 2S4, et qui nous a déjà servi (§§ 6S et 80). 



.Bi 



^ 



/ 



\ 



/ 



\ 







Fig, «5J. 
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Nous allons montrer que le triangle POQ est moyen propor- 
tionnel entre ABG et ROS. 

Les triangles semblables ABP, POR, d'une part; GAQ, QOS, 

d'autre part; donnent ; 



AB AP 



GA 
OQ 



AQ. 
OS' 




OP OR 
par suite 

AB.AG _ AP.AQ 

^ ^ OP.OQ - OR. os' 
D'ailleurs, la figure 
APOQ étant un parallé- 
logramme; donne donc 
AP = OQ, AQ = OP. 
La proportion (1) 
prouve donc que Ton a 
AB.AG _ OP.OQ 

OP.OQ ~ OR. os' 
ABG POQ 



ou 



Fig. 254. 



POQ ROS 






I 
I 
I 
I 
I 



I 



/ 



/& 



La détermination de Taire inaccessible ABGestainsiramenée 
à celle des aires accessibles POQ, ROS. Le problème qui 

^ nous occupe se trouve donc résolu par 
une méthode présentant des conditions 
pratiques très acceptables, si Ton peut 
approcher suffisamment près de l'un 
des points inaccessibles. En effet, la 
figure PQRS, quelles que soient les 
dimensions de ABC, est aussi petite que 
l'on veut; du moins, si l'on opère dans 
le voisinage du point A. 

3<* Lorsque les points A, B, G sont, 
toiis les trois, très éloignés ; on peut 
néanmoins appliquer la méthode pré- 
cédente, en la modifiant comme nous 
allons l'expliquer. 

On détermine d'abord les directions 8, 8' des lignes AB, AC; 
puis, sur une droite A, avec la fausse équerre, on détermine 
les points P, Q tels que GP soit parallèle à 8' et BQ î 8. En 



•1/ 



/ 



Fig. SôS. 
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cherchant (par le procédé indiqué tout à Fheure, par exem- 
ple) Taire du triangle A'BG, on aura celle de ABC. Or, plus le 
point A est éloigné, plus le point A' se trouve rapproché de 
la région accessible; condition favorable, comme nous Tavons 
observé, à Tapplication delà méthode à laquelle nous venons 
de faire allusion. ^^ suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boulin» professeur au collège de Gourdemanche. 

[Suite et fin, voir p 117.) 



77. — Résoudre le système : 

sin X 4- sin Y + sin Z = a, 
cos 2X + cos 2Y + cos 22 = 6, 

sin 3X 4- sin'3Y + sin 3Z = 3f i —a — a^-hab ) -f- 2a'- 

On a : cos 2X = i — 2 sin* X, 

sin 3X = 3 sin X — 4 sin' X ; 
Pour simplifier, posons sin X = a?, sin Y = 1/, sin Z = a ; 

!a =x -\-y -h z= Sa?. 
6 = 3- 2{x* -f. j,a + jji) z=: 3 - 2SaîS 
^ / à\ 
3Sr-.4Sa?3 = 3n — a — a^ -h ab j -h 2a\ 

Prenons, comme inconnues auxiliaires, 

p = ^xy = xy -h X3 -\- yz, 

y = isyz 
Xy y, z seront les racines de l'équation du 3"»* degré 
(2) U' - aU» H- ^U — y = o. 

On trouve d'ailleurs : 

Sa;» = a»— 2p, Sic* = a' — 3ap -h Sy. 

Portant ces valeurs dans (1), on en déduit: 

6 4- 20* — 3 I / • 6\ 

p = , y =-( I +a — a» ). 

4 4\ 2/ 

D'après cela, (2) devient : 

b 

4U3 — 4aU» + (6 + 2a> — 3)U + I + a — o« = 0. 

Cette équation admet la racine-9 et il reste, pour déterminer les deux 

autres inconnues. 

4U= — 2(20 — i)U + 2a* — 2a — 2 = o. 
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78. — Résoudre le système : 

tg X + tg Y + tg Z = a, 
tg* X + tg> Y + tg» Z = b\ 

COtg 2X + COtg 2Y -H COtg 2Z = ^— T-T— • 

On observe d'abord que 

COtg 2X = , ^ • 

2tgX 

Posant, pour simplifier, tg X = a?, tg Y = y, tg Z = ;f ; 
il vient 

a;* H- y* + js* = b\ 
I — a;* I — 2/' I — z^ 4 — a* + o5 

X y z a — & 

Les deux dernières peuvent s'écrire 

a* — 2llxy = &*, 

_, 4 — o* 4- a5 
S J?y — aa;yjï = -^ ajt/^ ; 

d'où 2}xy = 9 xyz = jt • 

Ainsi, Xf y, js sont les racines de 

a' — 6' (a* — 6») (a — 6) 

U3 - aU« H U — ' ^ ' = o. 

2 8 

a — 6 
Cette équation admet la racine : U = • 

Les deux autres racines sont données par 

4U* — 2(a + 6)U + a« — 6« = o. 

79. — Soient a -h b -h c = o\ 

— + ~ + -^ =^y— . a** -*- 6" -+- c« = Sa% 
a"* 6"* c"* -^a"* 

Démontrer que Ton a 

-^a 2 Sa' 

I 
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Démontrer, à ce propos, la formule de récurrence : 



80. — Si l'on suppose 
on a aussi : 



3[(2a«)* - 2Sa*] 

20 (ibcdy\ = Sa» + ^Sa»y-, 

^a» 3 '^a 

et, en général ; 

(A suivre.) 

BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET 

SESSION DE NOVEMBRE 1887 



ACADÉMIE DE IsANGY 

1. — Définition d'un polyèdre. — Définition d'un polyèdre convexe 
— Définition des polyèdres semblables. — Énoncer, sans démonstration 
les théorèmes classiques sur les polyèdres semblables, et démontrer celui 
qui est relatif au rapport des volumes de deux polyèdres semblables. 

2. — !• Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, toute paral- 
lèle à cette droite est perpendiculaire à ce plan. 

2* Étant donnée une circonférence dont on désignera le rayon par H, 
on considère deux diamètres rectangulaires; d'un point A pris sur l'un 
d'eux à une distance du centre OA = a, on mène la tangente AB qui 
coupe l'autre diamètre au point B. Connaissant R et la distance OA, cal- 
culer la surface totale du cône engendré par le triangle OAB tournant 
autour de OA. Étudier comment varie cette surface quand oh fait varier 
la distance a. 

3. — 1* Calculer sin a et cos a en fonction de sin a. 

2* Inscrire à une splière de rayon R, un cylindre dont la surface totale 
soit égale à 2AmR^ m étant un nombre donné. On discutera la solution 
trouvée et on expliquera les résultats de cette discussion. 
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4. — !• A un triangle isoscèle ABC, où AB = BG, inscrire un rectangle 
maximum. 

2» Simplifier l'expression : 

(a — &) (c — à) [h — c) (a — b) [c — a) (b — c) 
3® 1" Définition de récliptique; 2* Mouvement elliptique du soleil; 
3* Loi des aires ; 4" Saisons, démontrer leur inégalité. 

5. — !• Démontrer que, dans tout angle trièdre, une face quelconque 
est plu^ petite que la somme des deux autres. 

2» Démontrer que la somme des faces d'un angle polyèdre convexe est 

moindre que 4 angles droits. 

3» On donne tg a, trouver tg^ a. — Réciproquement, connaissant tg a, 

a 
calculer tg -' 

4 
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Éléments de sla'ique graphique, applyiuée à V équilibre des systèmes articulés ; 
par M. Arthur Tbiré, ancieu élève de l'École Polytechnique. — Paris, 
Librairie Polytechnique, Baudry et C'% éditeurs, 15 rue des Saints-Pères; 
maison à Liège, rue Lambert-Lebègue, 19; 1888. 1 vol. in-S" de 70 pages, 
avec atlas de 1 8 planches. 

La statique graphique a été appliquée h toutes les questions de 
.résistance qui concernent la Science des constructions, mais ces appli- 
cations n'ont guère pénétré dans la pratique courante des bureaux d'in- 
génieurs qu'en tant qu'elles se rapportent aux systèmes articulés. C'est, 
à la vérité, là le véritable terrain de la Statique graphique; c'est là que 
les services qu'elle rend sont le plus appréciables. Les principes sur 
lesquels repose ce genre d'application sont très simple?, et il suffit d'une 
étude des plus sommaires pour s'en rendre maître ; encore y faut^il un 
guide. Ce guide, M. Arthur Thiré le met à notre disposition sous forme 
d'un mince volume accompagné d'un atlas de planches, qui contient 
juste ce qu'il faut, et rien que ce qu'il faut. Bien des personnes à qui 
la connaissance des principes élémentaires de la Statique graphique 
serait fort utile, sont rebutées par la lecture des Traités très complets, 
très savants (et très utiles aussi, ajoutons -le, à ceux qui ont fait de fortes 
études) qui ont été consacrés h la matière; mais trop développés, trop 
difficiles à comprendre pour ceux qui n'ont qu'une éducation mathéma- 
tique élémentaire. A cet égard, le petit livre de M. Thiré est appelé à 
rendre de réels services, et nous nous estimerions heureux de pouvoir 
contribuer à le répandre. 

Il se divise en deux parties; la première consacrée aux principes, la 
seconde aux applications. 

La façon dont M. Thiré expose les principes est à la fois d'une très 
grande simplicité et d'une parfaite clarté. L'auteur observe que les 
conditions d'équilibre d'un système articulé quelconque se traduisent 
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pir la possibilité de construire une certaine figure qu'il appelle figure 
représentative de l'équilibre du «ystème articulé. Il efifectue la détermina- 
tion de ces figures représentatives, d'abord pour un point, puis pour une 
barre, puis pour les divers genres de systèmes articulés. Ce n'est là, au 
fond, autre chose que la théorie des figures réciproques de Crémona, 
mais présentée à un point- de-vuo nouveau et tout-k-fait élémentaire. 
M. Thiré a eu, en outre, l'idée d'une très heureuse innovation, qui con- 
siste à représenter les forces extérieures au moyen de traits rouges. Les 
figures y gagnent beaucoup en netteté. Quant "aux pièces tendues ou 
comprimées, elles sont distinguées par la grosseur du trait, fin pour les 
premières, épais pour les secondes. 

Les applications traitées dans la seconde partie sont bien choisies et 
embrassent tous les cas usuels de la pratique. 

Dans un court appendice, qui termine le volume, l'auteur montre avec 
quelle facilité Ja considération de la figure représentative de l'équilibre 
d'un système articulé ouvert permet d'obtenir l'cquation dififérentiellc 
de la chaînette. 

En somme, le petit ouvrage de M. Thiré nous semble bien fait pour 
atteindre le but que s*est proposé l'auteur : mettre rapidement les per- 
sonnes qui n'ont que des connaissances élémentaires en mathématiques 
à môme d'utiliser les principes de la Statique graphique pour les pro- 
blèmes où leur emploi est le plus efficace. Ajoutons que le livre est bien 
imprimé et l'atlas très soigné. 

Ce petit ouvrage est, sans doute, appelé à devenir rapidement classique. 

M. d'O. 



Séé 



QUESTIONS 226 ET 253 

Solntion et généralisation, par M. Gotoni, au Lycée d'Alger. 



On donne une circonférence de diamètre AB; deuv points C et 
D sur la circonférence, de part et d'autre de AB. Du milieu E 
de CD on mène EF perpendiculaire sur AG et EG perpendiculaire 
sur AD. Démontrer que 

(A) BG . EF -4- BD . EG -: 2GE^ (*) (Griess.) 

1° Solution. — Soit BH perpendiculaire sur GD. Les deux 
triangles rectangles BGH, GEF sont semblables, puisque leurs 
angles en G sont complémentaires. Donc 

BG _ GH 

CE ~ EF ' 
d'où 

(1) BG . EF =r GE . GH 

(*) L'énoncé portait, par une erreur d'impression, SGD'». 
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Les triangles BDH et EGD donnent, pour la même raison, 
(2) BD . EG = ED . HD. 

Par suite, 

BC . EF -4- BD . EG = CE(GH -4- HD) = 2CE* = ^- 

2® Généralisation C'%—SoitE un point pris sur CD et tel que 

DE 

CË = ^- 
Les triangles AEG, ADE 
ont même hauteur et leurs 
bases sont sur la même 
droite; donc 
B Surf. ADE = ?ï. surf. AEG. 
ou 

ADxGE = nxAGxEF, 
et, par suite, 

AD AG 




EF 



GE\ 



\ n 



Soit GK la perpendiculaire abaissée du point G sur AD. On a 

GK CD n 4- I 



d^où 



EG 
GK = 



DE 

n + I 
n 



n 
.GE. 



Le triangle AGD donne, en désignant par 2R le diamètre 
de AB, 



AG X GD = 2R X GK = 2R . ^î-t-i . GE. 



n 



Donc 

(3) 



AD AG 



2R 



EF GE 



GD 



n n + I 
D'autre part, le quadrilatère inscriptibleABGD donne Tégali té 

AG . BD -h AD . BG :^ 2R . GD. 
Gette relation est homogène par rapport aux quantités AG, 



(*) Celte généralisallon donne la solution de la question 253) proposée 
1 ar M. G. Russe (Journal, 1887, p. 168). 
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AD et 2R; donc, en vertu des proportions (3), on a 



9 



BD. — + BG.EF ^^' 



n n 4- i 

En faiî^ant n — i, on retombe sur la relation proposée (A.). 
Remarque. — Si les points G, D étaient pris du même côté 
de AB, le môme raisonnement conduirait à la relation 

BC.EF-I]D.^= ^ 



n n + I 

Solutions diverses par MM. Henry Galopeau, k Boaulieu (Charente); 
Tabbé E. Gelin, professeur au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique); 
Alexandre Couvepï, au lycée Gondorcet ; E. Quinlard, suppléant au collège 
Chaptal; A. Boutin, professeur au collège de Courdemancbc (Sartbe); 
René-Henri Martin, élève au lycéî Condorcet (classe de M. Brisse); 
G. Russo, à Gatanzaro; Sauvage, professeur à Saint-Pol; Ignacio Beyens, 
capitaine du génie, à Gadix ( LUspagne) ; Alexandre Gouvert, au lycée Gon- 
dorcet ; A. Latif Séfa, à Gonstantinople. 



QUESTIONS m ET 262 

Solution par M. H. X. 



Étant donnée une parabole de foyer F, on considère la per- 
pendiculaire à Vaxe passant au foyer et coupant la parabole en 
A et B; par ces points^ on mène des parallèles à l'axe A A'. Soit 
M un point de la parabole. On trace AM, BM qui coupent A, A 
en H, K. Enfin HK coupe AB en I, et Von projette M en C sur AB. 
Démontrer que : 

1® Le cercle ABM est coupé par CM 6n tin point dont le lieu est 
une droite. Soit E ce point; 

GE.GM = CA.CB-r(AF-GF)(AF+CF) = ÂF'-CF*= 2p. GM 
donc CE = 2/). Le lieu de E est une perpendiculaire à Taxe. 

2« AH -h BK = const. 
Des proportions 

AH AB BK _ AB 

MC "" CB' MC "" ci 
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AU m^ MC.ÂB* 

OQ lire AH + BK = — - — — , 

mais GA.CB = 2p. MG et AB = 2p, âoiic 
AH + BK = 2p. 
S" HK passe par un point fixe D, 
HK coupe l'axe en un point D tel que 

„r, AH + BK 

FD = — = p, 

donc D est lise. 
4° Le cercle DIC est langent à l'ux^, en un point fixe. 
Les points G. I sont conjugués hairaonigues de A et B, car 
IB _ BK _ CB 
l.\ " AH "^ CA' 
d'oU FC.FI = ÂF^ = FD*. 

Lo cercle DIG est donc constamment taugeut à l'arc eu D. 

5" Les cerjles qui ont 

leur centre sur HK el 

passent par EC,IG sont 

orthogonaux. 

Soit G l'intersection 
avec A d'une parallèle 
à ABmeuéeparD.Oaa 

^ OF (ïoir"i)»), 
d'où AH = AC ; AD 
est par suite perpen- 
diculaire à CH, en son 
«lilieu, fA D est le centre du cercle passant par H, C. 

LepointN, l'intersection de MG et de HG. appartient au cercle 
passant par IG. 

DN D[ DH 

Comme _ .-. _ =^, 

on a DN.Dl ^ DH^ 

ce qui démontie la proposition énoncée. 
()" L'axe radical de cex cercles passe par un point fixe. 



r 
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Cet axo, perpendiculaire abaissée de G sur HK coupe Taxe 

en Pet ion a fT ^ FÏ)' 

FG FI 
d'où FP = :^^ = FD=^p. 

donc P est fixe. 

7** Cet axe radical et les droites MF cl HK concourent, 

MN KM _ BG _ MG 

AH ~" KA~BÂ"ÂH' 
d*où MN = MG; F étant, d'ailleurs, le milieu de DP, il s'en- 
suit que MF passe par Tintersection Q de HK et de Taxe radical 
en question. 

8® HK ed parallèle à la tangente en M. 
Le triangle MNQ est semblable à FDQ; ses angles MQN, QNM 
sont égaux, ce qui démontre la proposition. 

9*> AH - BK = 2GF. 

On a AH - BK r= MG.AB (1^- 2^ ^ 2GF, 

car AG - BG = 2GF et BG.AG = MG.AB. 

Autres soluticns par MM. A. Troille, élève au lycée de Grenoble; 
Alphonse Dumoulin, élève de première année à Técole normale des Scien- 
ces de Gand [Belgique). 

M.Dumoulin ajoute, aux questions proposées, diverses remarques, con- 
séquences immédiates des propriétés de la figure étudiée dans cet exercice. 



QUESTION 231 

liolation par A. Boutin, professeur au Collège de Courdemanche. 



Lorsqu'un cercle mobile A passe par le centre de gravité d'un 
triangle ABG, la somme des puissances des points A, B, G, par 
rapport à £i, est constante et égale à 

AB» + AG» -f-BC« 

3 

Démontrer cette propriété et la généraliser. (G. L.) 

Soient 0, R le centre et le rayon de A. Ou a : 
puissance de A = AO* — R^ 
puissance de B = BO» — R% 



r 
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puissance de C = CO* — R*. 

somme des puissances = AO» -+- BO* 4- CO' — 3R«. 

Mais, d'après un théorème connu : 

AO* 4- B0« 4- C0« = AG« + BG^ -+- CG^ -h 3R*; 
G étant le centre de gravité de ABC. 

Par conséquent, la somme des puissances=AG*-hBG*-i-GG*. 

Mais un autre théorème connu donne : 

AG« + BG« + BG» =: i (AB« + BG- 4- G A») ; 

G. Q. F. D. 

Généralisation. — Si ton considère une sphère mobile A qui 
passe 'par le centre de gravité G de n points quelconques de 
ïespace A^, Aj, A, . . . A„; la somme des puissances des points 

Al ... A„, par rapport à A, est constante et égale à - de Id 

somme des carrés des distances des points considérés pris deux à 
deux, de toutes les manières possibles. 

Pour démontrer cette proposition, nous allons établir, 
comme lemme préliminaire, le théorème suivant : 

La sommé des carrés des distances du centre de gravité de n 
points de Vespace, à ces points, est égale à la n° partie de la somme 
des carrés des distances de ces points, pins deux à deux. 

Soient; A^. Ajdeuxpointsquelconques,81eurdistance,aj„!/t, 
Zi les coordonnées du point A ^ par rapport à trois axes rectan- 
gulaires. 

On a 

a« = A, Ai' = {Xk - Xi)^ 4- {yk - y:)' 4- (zk - ^i)*. 

li y a n — i droites issues d'un point quelconque; donc 
(l) XE«=(n-i)[l]x,»4- Si/,» 4-S2.«]-2SXiaî,--2Si/,yfc --222,1/ fc. 
Supposons que le centre de gravité du système de points 
soit Torigine des coordonnées; alors 

AiG« = Xi^ 4- y»» + Zi\ 
i:AiG« = liCi» 4- S^é* H- :LZi\ 
IXi = G, I.yi = G, Sj5i = G ; 
d'où, élevant au carré : 

Sjlj* 4- 1^2XiXit = O, — -l^lXiXk = ^Xi^, 

yiyt* 4- ^2yiik = G, - 2Sî/ii/fc = S^iS 

i^Zi* -h ^2ZiZk = G, — 2llZiZk = Ss^*. 



x^ 
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Substituant dans (1), on a enfin 

Ceci posé, revenons au théorème en ques^tion : 

S Puissance A^ =. SA^O» - wR«. 
Mais d'après un théorème connu, sur les centres de gravité : 

SAiO» = SAiG» -h uR». 

Donc S Puissance A» = SAiG» = - i]o« 

n 

c. Q, F. D. 

Dans le plan, le théorème prend la forme suivante, plus 
simple, mais moins générale : 

Si un cercle A est mobile et passe par le ccKlre de gravité d'un 
polygone convexe de n côtés, n fois la somme des puissances des 
sommets du polygone, par rapport à A, est égale à la somme des 
carrés des côtés du polygone, plus la somme des carrés de ses 
diagonales. 

Solutions diverses par Henry Galopeau, lycée d'Angoulôme ; Ignacio 
Beycns, capitaine du génie, à Cadix [Espagne) ; René-Henri Martin, élèc 
au lycoe Condorcet. 



QUESTION 234 

Solution par M« l'abbé E. Gelin, professeur au Collège Saint-Quirin à Huy. 



Montrer que la somme des surfaces de tous les triangles formés, 
chacun, avec les médianes du précédent, le triangle ABC étant le 
premier d'entre eux, a pour limite le quadruple de la surface de 
ce triangle ABC. (G. Russe.) 

Soient S, S^, S^, S3, ... les surfaces du triangle ABC et des 
triangles formés chacun avec les médianes du précédent. Si 
Ton appelle m, m', m" les médianes issues des sommets A, B. 
G, on a 

4 4 

m"* = - (2a« + 26» — c*), 
4 
d'où en substituant dans la formule 
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3 _i 3 

i6 4 

Les surfaces S, Sj, Sa, Sj, . .. forment donc une progression 







géométrique décroissante, dont la raison est - ; la somme de 

4 
ces surlaces a donc pour limite 

I 

4 
Solutions diverses par MM. J. Ghapron, à Bragelonne ; Dareau, maître 
interne au collège de Clamecy (Nièvre); René-Henri Slartin élève au lycée 
Gondorcet (classe de M. Brisse) ; G. Thiéry, à Gondé-sur-Escaul ; E. Quin- 
tard à Arbois ; Ignacio Beyens, capitaine du génie, à Gadix (Espagne). 

QUESTIONS PROPOSÉES 



288. — Soient A, G deux sommets opposés d'un rectangle 
ABCD; la perpendiculaire abaissée de G sur BD rencontre la 
bissectrice de BAD en P; démontrer que CP = CA (*). 

{G. L.) 

289. — Sur les côtés d*un triangle FGL, on prend FK = /, 
GI = (/; puis on trace les perpendiculaires KN, IN à ces côtés. 
Prouver que 

LN^ = -T-îq- rr + ff^ + /* - 2gf;cosG - 2/îcosF - 2/jcosL] 

(Catalan.) 

Erratum. — Question 286, p. 168, ligne 5 ; au lieu de L, lisez 4. 

(*) De cette remarque élémentaire on peut déduire comme Ta fait le 
professeur R. H. Graves lAnnals of MathematicSy avril 1888) cette propriété 
connue : la développée de l'hypocycloide à quatre rehroussements est aussi 
une hypœycloide à qualité rehroussements. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMIN DB FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, aO> PARIS. — 16130-7-8. 
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CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1888 (*) 

MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 
Solation par M. Levavasseur, professeur au Lycée de Moulins. 



Soient deux points A et A! et deux droites D et D' parallèles à 
AA', et équidislantes de cette droite. Z® Démontrer qu'à tout point 
pris sur la droite D correspond un point P', pris sur la droite D', 
tel que la droite PP' soit tanqente aux cercles S et S' circonscrits 
Vun au triangle Vkk\ Vautre au triangle P'AA'. 2^ Trouver le 
lieu décrit par la projection de chacun des points A et A' sur la 
droite PP'. 5° Construire les droites PP' qui passent par un point 
donné P. 4° Démontrer que les cercles S et S' se coupent sous un 
angle constant. 5^ Soit le milieu du segment AA', étudier les 
variations de Vangle POP'. 

1® Prenons sur la droite D un point P; traçons la circonfé- 
rence PAA', et la tangente en P à cette circonférence. Elle 
rencontre D' en P' ; je dis que la droite PP' est tangente, en P', 
à la circonférence P'AA'. 

En effet, la droite AA' rencontre PP'en son milieu a>, et Ton a 

(oP = (oP' = (oA.wA'. 

Ainsi, à un point P ne correspond qu'un point P' ; réciproque- 
ment, si l'on part du point P' on retombe sur le point P. Donc 
les points P et P' décrivent deux divisions homographiques, et 
si la droite D' coïncidait avec D, de manière que B' vînt en B, 
les deux divisions seraient en involution ; comme au point B 
correspond sur D' le pointa Tinfini, le point B serait le point 
central de cette involution. C'est dire que le produit BP.BP' 
est constant. 

Pour en trouver la valeur, supposons que les circonférences 

(*) Nous avons reçu une autre solution de M. Em. Borel, élève au lyceo 
Louis-le-Grand (Sainte-Barbe). 
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S et S' soient égales. Elles ont alors pour centres B et B', et 
leur rayon est BA' = B'A' — a. On a donc 

PB.FB' = a». 



2** La droite PP', qui joint les points correspondants de deux 
divisions homographiques, a pour enveloppe une ellipse E 
dont les sommets du petit axe sont B et B', et dont A et A' 
sont les foyers. Le lieu des projections de A et de A' sur PP' 
est donc la circonférence décrite du point comme- centre, 
avec a pour rayon. 




3® Mener, par un point donné Q, deux droites telles que PP', 
revient à mener, par le point Q, deux tangentes à l'ellipse E, 
connaissant les foyers et les axes. On appliquera la construc- 
tion connue. 

On peut encore observer que les faisceaux QP, QP' sont 
deux faisceaux en involution, et que les droites, telles que PP% 
cherchées, sont les rayons doubles de cette involution; on appli- 
quera donc la construction connue. 
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Les deux droites seront réelles et distinctes si le point Q 
est extérieur à Tellipse E; réelles et confondues si le point Q 
est sur Tellipse E; imaginaires si le point Q est à Tintérieur 
de Fellipse E. 

4** Puisqu'à une circonférence S ne correspond qu'une cir- 
conférence S', les centres I et I' décrivent deux divisions 
homogràphiques de même base, lesquelles ont des points 
doubles imaginaires, puisque le point P, ne pouvant coïncider 
avec P', les circonférences S et S' ne peuvent coïncider. D'ail- 
leurs le point est évidemment le milieu des points limites. 
Il existe donc, sur AA.', deux points fixes d'oh Ton voit tous les 
couples (ir) sous un angle constant. Pour faire voir que ces 
points fixes sont précisément les points A et A', il suffit de 
montrer que, du point A par exemple, on peut voir trois cou- 
ples (ir) sous le même angle. Gomme premier couple, nous 
choisirons BB'. Comme deuxième couple choisissons le centre 
J de la circonférence passant par AA'B, le point correspon- 
dant y est à l'infini, et Ton a JAJ^ = ËAB^, ceci résulte des 
angles marqués a sur la figure. Je choisirai, pour troisième 
couple, le deuxième point limite et le point à l'infini sur BB'. 
L'angle des deux circonférences I et Y étant le supplément 
de l'angle lAT, le théorème est démontré. 

S^ Soit M le point de contact de PP' avec son enveloppe. 
Tellipse E. OP passe au milieu de BM;, OP' passe au milieu 
de B'M : OP et OP' sont donc deux diamètres conjugués de 
l'ellipse E (*). On en connaît les variations ; quand P coïncide 
avec B, il est droit; quand BP varie de zéro à a, l'angle ô décroit 

jusqu'à un minimum Ôq, tel que tg - = - , (OB = b). Quand 

2 tv 



TU 



BP varie de a jusqu'à + oo , ô varie de 60 à - • 



(*) L'aDgle considéré est donc Tangle aigu de deux diamètres con- 
jugués. 
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SUR LÀ 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de Iion|^chainp«« 

(seconde partie) 

(.Sm/c, voir p. 169.) 



90. Solution générale.— Mais aucune des solutions pré 
cédentes ne résout complètement la question précédente, posée 
dans les termes suivants : Un triangle inaccessible^ de dimensions 
qtielconques, dont les sommets supposés visibles peuvent être très 
éloignés, étant considéré ; trouver Faire de ce triangle, si restreint 
que soit le terrain accessible. 

Première solution. — C'est à la uiéthode d'inversion que nous 
aurons d'abord recours pour résoudre le problème qui, dans 
ces conditions, offre, dans Tordre pratique, certaines diffi- 
cultés. 

Nous avons expliqué pré- 
cédemment, et la figure 2o6 
rappelle la construction 
nécessaire, comment, un 
point A étant visible, on 
déterminait le point inverse 
A', de telle sorte que 
OA.OA' ■= h\ 
Soient, de même, B' et G' 
les inverses des points B, G ; 
nous aurons, d'abord, 
OA.OA' =: OB. OB' 
= OCOC = h\ 




ji" 



Fig. ^56. 



Les triangles OAB, OA'B, ayant un angle égal, donnent 

OAB _ OA.OB _ /i* 

OA'B' ~ OA'.OB' " UF^ÔW^ ' 
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On trouve, de même : 

OBG A* OCA h' 



OB'G' ÔW^ÔU^ OG'A' OC'2Âxy2 

Mais ABC = OAB + OBG - OAG; 

on a donc 

ABG=====—^— =====- Ôcy^OA'B'+ÔÂ;^ OB'G'-ÔF^OA'G' 

oA'^0B'^0G'^| 

Cette formule résout la question posée. On observera que, 
en prenant h suffisamment petit, la figure OA'B'G' est aussi 
petite que Ton voudra, la solution indiquée est donc géné- 
rale; aucune difficulté matérielle ne peut empêcher sa réa- 
lisation, si les points A, B, G considérés sont visibles, à la fois, 
d'un point convenablement choisi dans la région accessible. 

Seconde solution. — La solution que nous allons maintenant 
exposer est certainement plus simple; mais elle exige la con- 
naissance d'une formule précédemment établie {Première 
partie, § 8). 

Soit ABG le triangle proposé ; nous le supposerons d'ail- 
leurs aussi grand et aussi éloigné que Ton voudra. 

Nous ferons d'abord observer que, un point A inaccessible, 
appartenant à une certaine droite PQ, étant considéré, il 
est très facile d'obtenir le conjugué harmonique de A, rela- 
tivement au segment PQ. Il suffit, en effet, de jalonner mm", 
parallèlement à OA et, avec un cordeau, do prendre m\ 
milieu de mm\ Om' va couper PQ au point 
cherché A'. 

Gela posé, voici quel est le principe de la 
méthode en question. 

Jalonnons, dans la région accessible, trois 
alignements quelconques 3y, ya, aS pasants 
respectivement par les points A, B, G; puis, 
déterminons les points A', B', G', conjugués 
harmoniques de A, B, G, sur les segments py, 
ya, ap. On connaît alors la valeur de chacun 
des rapports u, v, w : 

AV B'a G'8 

^ = Â^p' ^ = BV' ^=-G^' 
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lesquels sont égaux, respectivement, à 



•A 




Av Ba 

AP By 

C6 
w = — — • 

Il n'y a plus alors qu'à appliquer 

la formule, rappelée tout à l'heure, 

I — uvw 

aircABG= aireaSv — -. • 

(i— w)(i— v)(i— t^) 

La construction indiquée pour 
déterminer le triangle A'B'C com- 
porte une vérification . intéressante 
Fig, 258. parce que les droites B'A', OB', A'C 

passent respectivement par G, A, B. 

Remarque. — Dans le cas oii l'aire inaccessible est enclavée 
dans la région accessible, on pourrait utiliser le théorème 
établi au paragraphe S de la première partie; mais, dans 
un pareil cas, les espaces inaccessibles considérés étant de 
faible étendue, la méthode élémentaire, bien connue, résout 
la question avec plus de simplicité. Nous rappelons seulement 
que cette méthode consiste à envelopper la partie inaccessible 
d'une ligne polygonale ô, choisie aussi simplement que pos- 
sible ; on calcule l'aire inaccessible en retranchant, de Taire 
du polygone considéré, celle de la partie comprise entre 6 et 
la périphérie de la région inaccessible. 

91 . — Examen du cas où les trois points ne sont 
pas visibles simultanément. — Ce que nous avons dit, 
en terminant l'exposition de la première de deux solutions 
développées au paragraphe précédent, nous conduit à l'examen 
d'une difficulté. On peut supposer que les trois points, sommets 
du triangle inaccessible, ne sont pas visibles, à la fois, pour 
l'observateur se déplaçant dans la région restreinte d'oh il ne 
peut sortir. Nous allons montrer comment on pourrait opérer, 
dans ce cas. 

On voit d'abord que toute la question est ramenée à celle-ci : 
Un point A est supposé inaccessible; de plm^ il est invisible povr 
f observateur placé en 0; trouver l'inverse de A, par rapport à O. 
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Soient 0' et 0' deux points d'où Ton aperçoit A ; on peut 
d'abord déterminer les 
inverses a, J de A, par 
rapport aux pôles 0' et 
0'; on peut aussi, bien 
que A ne soit pas visible 
du point 0, jalonner par 
les procédés qua nous 
avons fait connaître 
(§, 32 fig. 170) la direc- 
tion Ojs de la ligue de 
visée OA, ligne qu'on ne 
peut obtenir directement, 
puisque A est caché par 
l'obstacle U. ^»^- «5i?. 

Gela posé, le théorème de Stewart (*), appliqué au triangle 
AO'O", donne 

Âô'.o'o'' = Â(7^oo' -h AF^oo' - oo^oo^o'o^ 

Mais AO'.OV = AO.OA' = AO'.O'a = A>; 
et, par conséquent, 

Cette égalité permettra de calculer A'O; par suite le point 
A' se trouve déterminé. 

Remarque. — Le plus souvent on pourra prendre h assez 
grand pour que l'observateur placé sur la droite Oz' perpen- 
diculaire à Ojï, puisse apercevoir le point A; dans ce cas, la 
détermination de A' se fait par un coup d'équerre. Mais cette 
solution est soumise à objection, si Ton exige que h soit très 
petit, condition que nous nous sommes imposée en abor- 
dant tout à l'heure la solution générale. La détermination de 
OA', telle que nous venons de l'indiquer, peut, au contraire, 
être effectuée, si petit que soit A; de là, malgré sa complica- 
tion, l'intérêt que comportent les développements du para- 



it) Matlhew Stewart^s (Some général Theorems of considérable me in the 
higher parts of Mathemalics, 1746, prop. II). 
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graphe précédent, intérêt qui n'apparaîtrait peut-être pas 
immédiatement, sans cette explication. 

92. Distance d'un point inaccessible A, à une 
droite A, inaccessible. — Première solution. — On sup- 
pose que A est déterminée par deux points B, G, visibles, 



B 



c* 



•A 



Bè 



A* 



H' H 



^' 



A^ 



Fig. S60. 



Fig, W. 



mais inaccessibles. On détermine; 1® la longueur BG ; 2® l'aire S 
de A6G. Gela fait, la distance inconnue AH est donnée par 
la formule 

ATT ^^ 

^^ = BG- 

Seconde Solution. — On trace, dans la région accessible, 
une droite A' parallèle à A. En mesurant, par l'un des procédés 
que nous avons fait connaître, les distances GH et AH', leur 
différence donne la longueur cherchée. 

Il faut supposer, bien entendu, que le prolongement de A 
ne pénètre pas dans la région accessible ; autrement, la diffi- 
culté que nous venons de résoudre n'existerait même pas. 
En cherchant la projection A', de A, surla ligne perpendiculaire 
à A, la longueur A'H est égale à la distance demandée. 

93. Déterminer le point de concours de deux 
droites inaccessibles. — Deux droites A, A' déterminées, 
chacune, par deux points visibles : 

A, a, pour A; B, p, pour A'; 

étant inaccessibles, on propose, par un point donné 0, do 
jalonner un alignement allant concourir au point (o, commun 
ces deux droites ; on demande, aussi, de calculer la longueur Ooi. 
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Ayant visé, du point 0, successivement, un point A de A et un 
point B de A', on pourra jalonner, 
dans la région accessible, les prolon- 
gements Oo;, 0^ de ces deux lignes 
OA, OB. Soit A'B' une parallèle à AB 
tracée, bien entendu, dans cette même 
région. Cela fait, on déterminera par ^^ 
les constructions qui ont été utilisées 
pour obtenir A'B', les droites S, 8' 
paralMes à A et à A' et passant respec- 
tivement, ppirA'etparB'. Les triangles 
a)AB, (o'A'B' étant homothétiques, les 
droites qui joignent les sommets 
bomologues sont concourantes, axo' 
passe donc par le point 0. 

Après avoir déterminé la direction Ocd, si Ton veut avoir 
cette distance, on observera que 

OA 




Fig, 269. 



Oa> = 



OA' 







(O 



11 suffit donc, pour connaître Ocd de calculer, comme nous 
savons d'ailleurs le faire, la distance du point au point inac- 
cessible A. 

Cette solution est générale, 
parce que la figure Ow'A'B' est -^^-^ ^' /^* \^^ 

aussi petite que Ton veut. 

94. Les trois droites 
inaccessibles. — La figure 
constituée par trois droites 
inaccessibles soulève divers 
problèmes; mais, pour nous 
borner, nous envisager seule- 
ment le cas oliles trois droites 
sont concourantes. Nous 
supposons donc que Ton con- 
sidère trois droites inaccessibles A^, Aj, A, chacune d'elles étant 
supposée déterminée par deux points visibles. Dans ces condi- 
tions, on propose : 1® de reconnaître que ces droites sont cou- 
journal DE MATH. ÉLÉM. — 1888. 9. 




Fig, ^63, 
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courantes; 2® de déterminer les angles qu'elles font deux à 
deux. 

Cette seconde partie (que les droites en question soient, ou 
non, concourantes) peut être considérée comme déjà résolue, 
puisque nous avons appris précédemment, amener, sur le ter- 
rain accessible, des parallèles à des droites inaccessibles. Nous 
nous bornerons, conséquent, à Texamen de la première partie. 

1® Supposons d'abord, pour envisager le cas le plus facile, 
que les prolongements des droites A^, A,, A, pénètrent dans la 
partie accessible du terrain. Ayant mené, par un point A, de 
A„ des parallèles AB, AC aux droites A^, A,; si BC est partagé 
par Aj, au point A', en deux parties égales, les droites consi- 
dérées sont concourantes. 




•» 






^. 



/A. 




Fig, 964. 



Fig. «55. 



Mais cette solution, que nous avons déjà utilisée dans le 
problème des percées concourantes, est, pour le cas présent, 
peu pratique, parce qu'elle nécessite des opérations exigeant 
une certaine étendue de terrain. En voici une autre qui nou8 
parait moins compliquée. 

D'un point A, pris sur Aj on abaisse des perpendiculaires 

AC, AB sur A^ et A,; si les angles TetT sont égaux, les trois 
droites concourent. 

Le lecteur trouvera d'ailleurs, sans aucune peine, d'autres 
solutions de ce problème très simple; et, sans y insister 
davantage, nous allons examiner certains cas offrant plus de 
difficultés. 
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2^ Imaginons, par exemple, que le prolongement de A„ seul 
pénètre dans la région accessible. 

Par un point 0, pris sur le prolongement de A,, on mènera 
des droites S^, S, parallèles à A^ et à A,; on appliquera ensuite, 
aux trois droites 81, 8,, etOA, Tune ou l'autre des vérifications 
indiquées tout à Fheure. 

3® Admettons enfin qu'aucun des prolongements des droites 
considérées ne pénètre dans la région accessible, ce qui con- 
stitue le cas îe plus général. 

Si Ton peut viser, d'un certain point de la région acces- 
sible des points Al, A,, A,, d'une part; B,, Bj, Bj, d'autre part; 
en ligne droite avec ce point 0, et respectivement placés sur 
les droites A^, Aj, A3, on pourra calculer les distances de à 
ces différents points et l'on devra vérifier que les rapports 
anharmoniques (0, A,AjA,), (0, BiBjBj), sont égaux. 

Gomme il serait pénible de calculer toutes ces distances, 
OAi, OA, . . .; OBi, . . ., on simplifie l'opération en visant, de 
deux points 0', 0'', arbitrairement choisis d'ailleurs, les points 
Al, Aj, Aj-, Bi, Bj, B„ et l'on coupe ces lignes de visée par 
deux transversales quelconques Ox, Oy. 

On a: 

(0,AiA,A,) = (0,aia,a,); et (0, B^B,) = (0, Pip.p,). 
Par suite, si Ai, Aj, A, concourent, 

(0,aiaaa3) 

= 0,piP,p3), 

Ainsi les 
droites consi- 
dérées concou- 
rent si les 
droites aiPi. 

a«Ps» a«p5 con- 
courent elles- 
mêmes; et réci- 
proquement. 

On peut faire, Fig. 266, 

à cette solution, une objection : les points Ai et A, visibles 
sur AiOt A3, peuvent n'être pas en ligne droite avec un point 



* \ 



^\j^ B 
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visible de Aj. Le problème que nous allons traiter, dans le para- 
graphe suivant, répond à cette objection et permet de consi- 
dérer la solution précédente comme étant générale. 

95. Déterminer le point de rencontre d'une ligne 
de visée avec une droite inaccessible. — Voici dans 

quels termes doit se poser la 
/^ question que nous venons de 

A^ j:J__ _^: soulever. Soit Aj une droite inac- 
cessible, déterminée par deux 
points visibles A,B. D'un point 
,,' y pari une ligne de visée A, et 

cette droite coupe AB en un point 
invisible K ; on veut pour tant, 

d'un point donné 0', viser ce 
point K. 

Jalonnons une parallèle à AB 

Fig.W, sur le terrain accessible; O'K 

rencontre cette droite en un point J; et nous avons 

EJ _ AK CI _ AK 

JG"" KB DI "~ KB' 

EJ CI 
par suite JG = DÏ* 

Gette égalité permet de déterminer la position du point J; 
et, par conséquent, de fixer la position de la ligne de visée 
O'K. Cette détermination peut d'ailleurs s'effectuer, sans chaî- 
nages et sans calculs, par de simples alignements. 

Certes, les figures inaccessibles donnent lieu à beaucoup 
d'autres problèmes. On peut, par exemple, proposer de recon- 
naître que quatre points visibles, mais inaccessibles, sont situés 
sur une circonférence ; ou demander l'aire du triangle dont 
les côtés sont inaccessibles et les sommets invisibles, etc.. 
Mais nous ne pouvons nous étendre ici plus longuement sur 
ce sujet. Il suffira d'ailleurs, pour résoudre ces diverses 
questions, d'appliquer les idées générales que nous avons 
exposées, notamment celles qui ont trait à la transformation, 
par les diverses méthodes indiquées plus haut, des figures 
inaccessibles. 
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96. La méthode de M. Lemoine. — Nous indiquerons 
encore, en terminant ce chapitre, un procédé dû à M. Emile 
Lemoine et qui permet de déterminer les aires et les distances 
inaccessibles. 

Soit ABC le triangle considéré; prenons trois points M^, M„ 
M3 d'oli nous puissions abaisser des perpendiculaires sur ses 

côtés prolongés; soient a^, &|, Yi ; «a» P«? Yaî *«» P«» Y»'» ^^^ 
coordonnées normales de ces points. 

En désignant par S Taire de ABC, nous avons : 

aoL^ + &Pi + CYi = 2S, 
(1) oa, -f- 6Pj + cy, = 2S, 

aa, -H 6p, H- Cys = 2S. 

Posons 
m = 

Les équations (1) résolues par rapport k a, b, c donnent 

(2) 



aipiYi 




«PiYi 




«lïYi 




«Ai 


««PiYa 


, W« — 


ïpsY. 


, »Wp -= 


a,iY, 


, n?Y — 


«sP.i 


«iPsYa 




ipsY» 




««lYs 




^sP,i 



a = 2S — > 



6 = 2S!ÎL^ 



2S -i« 



m m m 

Mais on sait que 

i6S« = 20*6" + 26*c* -4- 2cW — a* — 6* — c*. 
Substituons, dans cette égalité, les valeurs de a, b, c données 
par les formules (2); il vient 

m* = S«(w« + Wp + m^)(m^ -H m^ — w,)(m. -4- m — mp)(mp+ w^— wi^) 

Cette formule permet de calculer Faire du triangle inacces- 
sible ABC, si Ton peut mesurer les quantités a^, p^, yi ; a,, p„ y, ; 
*8> fs» Ya- Les égalités (2j feront ensuite connaître les lon- 
gueurs a, 6, c des côtés des triangle ABC, si Ton veut les 
déterminer. En posant 

K"=(ma+mp+my)(mY-hmp— ma)(ma4-m — mp)(mp4-m«— m^), 
les formules trouvées dévie aneut 



m* = SK, a = 



2fntnt 



6 = 



2inMp 



c —- 



2tnfnrf 



K K K 

Cette méthode est fort ingénieuse, mais elle n'est pas géné- 
rale, dans le sens que nous donnons à ce mot, parce qu'elle 
exige, conformément à l'hypothèse faite plus haut, que les 
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V 

prolongements des côtés du triangle ABC, pénètrent dans 

la région accessible; condition qui ne sera pas toujours 

vérifiée. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boatin, professeur au Collège de Gourdemanche. . 

(Swite, voir, p.181.) 



81. — Si, par chacun des sommets d'un triangle, on mène 
une tangente au cercle des neuf points du triangle, la somme 
des carrés de ces tangentes est égale à S cotg 6 (*). 

82. Le cercle des neuf points est vu, des trois sommets d'un 
triangle, sous des angles a, p, y, tels que 

cotg» - + cotg» ^+ cotg" ^ = ^-^-^=4(sin»A+sin«B+sin«G) 

83. — Démontrer les égalités suivantes relatives aux 
triangles quelconques. 

1« o»(cotgB 4- cotgC) -H 6» (cotgA+ cotgG) -h c»{cotg A+ cotgB) 

= 4S(cotg»6 — i). 

A R P 

2® a cotff — h b cotg — h c cotg - = 2(r' + r" + r'"). 

2 3 2 

o® 2p -{- r tg — hrtg — \- r tg— = . 

22 2 2/ 

4« S = R sin \/A« + A'« + h"^. 



2 



,B ^ ,A 

ac cos* oc cos* — 

2 2 



= G. 



(*) Dans cet exercice, et dans les suivants, désigne Tangle de Brocard. 
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84. — Soit H' le réciproque de Torthocentre, x, y, j», ses 
distances aux trois côtés; AH', BH', GH', rencontrent les côtés 
opposés en A', B', G'. On a : 

h A' h'' hKh" , . , 

X y z œyz 

2® Les droites AA', BB', GG', font, avec les côtés opposés des 
angles qui, comptés, dans un même sens de rotation, sont tels 
que la somme de leurs cotangentes est nulle. 

3® AA' lait, avec les côtés AB, AG, deux angles tels que leur 
différence est égale à Fangle de la médiane et de la symé- 
diane issue du même sommet. 

loona h^coi^ 

X cotgA 

d'où > - = colg 6(tg À 4- tg B + tg C) = -^ tg»e. 

^Mx xyz 

2* On a, en effet (M milieu de AB), 

colg AA'B = 2 cotg AMB = cotg G — cotg B. 

30 Soient AAB = a, A'AC = p, 

a + P = A, 
sîn a cos G 






sin ^ cos B 



sin a H- sin B ° 2 cosG+cosB , B + G , B — G 

. r= = r= COtff COtfiT — ^— • 

sin a — sin ^ a — fi cos G — cos B ^ 2 ^ 2 

a— B A B — G 

d'où tg —--^ = tg« -. tg — -— = tg Y ; 

2 2 2 

Y </tant Tangle de la médiane et de la bissectrice issue du sommet A, etc. 
4» AA' = h coséc AA'B, 



AÀ* 



= I + (cotg G — cotg B)", 



VI AA'* 

> = 3 + 2S cotg* A — 2S cotg A cotg B = 2 cotg» — 3. 

(A suivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Loir, à propos de Tarticle que nous avons 
récemment inséré) la lettre suivante: 

Paris, 13 août J888. 

Vous avez bien voulu insérer, dans le numéro du mois de 
juin, de votre intéressant journal, un travail de mon fils et de 
moi, sur un caractère de divisibilité des nombres. 

Je viens de lire dans les comptes rendus de TAcadémie des 
sciences (n® 6; août, p. 386), une note de M. Van Dorsten, 
réclamant, pour le Géomètre hollandais Jacob de Gelder 
(Traité d'Arithmétique, Rotterdam 1793), la priorité delà décou- 
verte d'un théorème sur la divisibilité, énoncé par M. Loir. 

Je ne suis pas à même de pouvoir consuller le traité hol- 
landais de 1793, afin de savoir, si le sujet du travail (*) que je 
vous adresse, aujourd'hui, a jadis été traité par Jacob de Gel- 
der, mais la question à laquelle il se rapporte me parait assez 
intéressante pour être soumise à vos nombreux lecteurs. 

En attendant que vous puissiez insérer ma communication 
dans un des numéros de votre recueil, je vous serai très re- 
connaissant si vous vouliez publier cette lettre dans le numéro 
de Septembre prochain; jetions à donner, le plus tôt possible, 
acte public à la réclamation de M. Van Dorsten, et rendre, en 
même temps, justice au savant auteur d'un théorème impor- 
tant, fécond en conséquences; sur lequel j'aurai ou, du moins, 
le mérite d'avoir appelé, à nouveau, raltention. 

Agréez, Monsieur le Directeur, avec mes remerciements, 
Texpression de mes sentiments les plus distingués. 

A. Loir, 

Doyen honoraire de la Faculté des sciences 

de Lyon. 



(*) Nous publierons prochainement la note à laquelle M. Loir fait, ici 
allusion. 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES COMPLET 

(NOVEMBRE 1887). 



ACADÉMIE DE TOULOUSE 

1. — l"* Dire ce que l'on appelle longitude et latitude d'un lieu. Expli- 
quer comment on peut les déterminer. 

2» Résoudre les deux équations suivantes où a et 6 sont des arcs don- 
nés, xeiy des arcs inconnus : 

sin X cotg yz=t^by 
cos y tang x = cotg a. 

2. — !• Déterminer les valeurs de x qui vérifient Tinégalité : 

2? Trouver deux angles connaissant leur somme et le produit de leurs 
sinus. 

30 Calculer les côtés et les angles d'un triangle connaissant le côté a, 
Tangle opposé A et sachant que le produit des deux autres côtés est égal 
à une quantité donnée m\ 



ACADÉMIE DE POITIERS 

an — 5n 

1. — 1» Montrer que le quotient de r- est une progression géo- 
métrique ; dire quelle est la raison de cette progression. En déduire la 
règle qui donne la somme des n premiers termes d'une progression géo- 
métrique. 

2** Exprimer le volume de la tranche ou segment sphérique en fonction 
du rayon R de la sphère, de la hauteur h du segment et de la distance x 
de la grande base au centre. — Quelle valeur de x correspond à un volume 

donnée -izm^hy R et ^ étant donnés? Discussion. 

2. — 10 Les sommets de deux montagnes sont dans un même plan ver- 
tical avec un observateur et lui paraissent élevés, au-des«us dePhorizon, 
de 9'3o' et 18*20'. L'observateur s'étant rapproché de 6365 mètres, en 
restant dans le même plan vertical, et sur une horizontale, voit alors les 
deux sommets h la môme hauteur de 37» au-dessus de rhorizou, — Cal- 
culer, en mètres, la hauteur de chaque montagne. 

2*> Un trapèze isoscèle peut toujours être inscrit à une circonférence; 
mais pour être circonscrit à une circonférence il faut que chacun des 
côtés non parallèles soit égal à la moyenne arithmétique des deux bases. 
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ACADÉMIE DE GLERMONT 

r 

1. — Étant donné nn cube, on inscrit une sphère à ce cube puis un 
cube à cette sphère, puis une sphère à ce cui«; et ainsi de suite. 
On demande la limite de la somme de tous ces cubes, quand le nombre 
des inscriptions est infini. Calculer cette limite à un millième de mètre 
cube près, lorsque Tarête du premier cube est 1 mètre. 

2. — Étant donné, dans un triangle, un angle G et les distances a et ^ 
des deux autres sommets aux côtés qui leur sont opposés, calculer le 
côté c. 

Application ; a = i9"')27 ; p = 23ni,95 ; G = 32»i8'27. 

3. — Quel est le cylindre, inscrit à un cône de révolution, dont la 
surface totale est maximum ? Evaluer cette* surface lorsque le rayon de 
base a 12 mètres et que la hauteur est égale à 28 mètres. 



BACCALAUREA.T DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

JUILLET 1888 



MARSEILLE 

Mathématiques. 

L'hypoténuse d*un triangle rectangle dépasse d'un mètre le plus grand 
côté de Tangle droit, qui lui-même dépasse d'un mètre le plus petit. 

1* Galculer les trois côtés; 

2» Galculer les angles en degrés, minutes et secondes ; 

3» Le triangle, en tournant autour de sou hypoténuse, engendre un 
solide dont la densité sera prise égale & 5. Gombien ce solide pèse-t-il de 
kilogrammes ? 

On prendra, pour tu, la valeur 3,14. 



ECOLE SPECIALE MILITAIRE 

GONGOURS DE 1888 



Français (2 h. 1/2). 

Gourvillè, secrétaire de Gondé, est chargé par Mazarin de ramener au 
parti du roi le prince alors dans le camp espagnol en vue de Dunkerque; 
mai 1658. 

Les victoires qu'il poursuit dans une guerre contre son paysn'augmen 
teront pas la gloire de ses premiers succès. — Déjà la fortune a tourné 
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contre lui. — Son génie ne trouvera pas chez les Espagnols d'utiles auxi- 
liaires contre Louis XIV. — Quoiqu'il fasse, Dunkerque est condamné. 
Qu'il rentre en grâce auprès du roi; en remettant son épée au service 
de la France, il retrouvera le succès et l'honneur. 

Mathématiques (3 h.). 

I. AB et AB' sont deux droites pai*aîlèles, et AA' est une perpendicu- 
laire commune à ces deux droites, qui les rencontre en A et A'. Sur ces 
deux droites on prend, d'un même côté de AA', deux longueurs AO = x 

a* 
et JA'O' = y variables, mais vérifiant la relation ajy = — i a désignant la 

4 
distance AA'. De et de 0', comme centres, avec les rayons x et y, 

on décrit deux circonférences : 

1« Démontrer que ces deux circonférences sont tangentes ; 

2» Trouver le lieu de leur point de contact ; 

3« M désignant le point de contact, on mène la droite AM, que l'on 
prolonge jusqu'à sa rencontre G' avec A'B'; on mène de môme, A'M que 
l'on prolonge jusqu'à sa rencontre G avec AB, on trace GG' : 

Déterminer a? et y de manière que le trapèze AA'GG' ait une surface 
donnée. 

II. On donne un cône circulaire droit et un point A sur le plan de sa 
base. On mène par ce point A, une droite rencontrant la circonférence 
de base aux points B et G. Quelle doit être la distance de cette droite 
au ccHtre de la base, pour que le triangle SBG ait une surface donnée, 
[S étant le sommet du cône) ? 

III. Dans un triangle, l'angle A est de 72»27'45',7 et le rapport des 



v1- 



côtés qui le comprennent est égal à w - • Galculer les angles B et G. 



Épure (2 h. 1/2). 

Un tétraèdre SABG, dont la face ABG est située sur le plan horizon- 
tal, est déterminé de la manière suivante : le sommet S a pour côté 70""", 
et pour éloignement So*»"». L'arêie SA est dans un plan ds profil, et le 
point A a pour éloignement i iS»*». La face SBG (B à gauche) est paral- 
lèle au plan vertical. Les faces SAB et SAG font chacune, avec le plan 
de profil qui contient l'arête SA, un angle de 45». — Sur l'arête SB on 
prend, entre S et B, un point D à 20"» du sommet S; et, par ce point D, 
on mène un plan perpendiculaire à l'arête SB; ce plan coupe SG en E 
et SA en F. — !• Gonstruire les projections du triangle DEF. — 2» On 
considère la sphère qui a DE pour diamètre : représenter le solide com- 
mun à cette sphère et au tétraèdre. 

Lavis. 

Laver, soit à teintes plates superposées, soit à teintes fondues, la pro- 
jection verticale d'une borne en pierre, formée d'un prisme, octogonal 
régulier surmonté d'un cylindre. 
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Les rayon-i lumineuT sont parallèles i une droite dont les deux projec- 
I lions font des angles de 45' avecla parlie 

gauclie de la ligne de terre. 

Les parties dans l'ombre sont recou- 
Terles de hachures sur le croquis ci- 
joint. 

Pour le lavis k teintes plates superpo- 
sées, on se serTira des lignes de teintes 
indiquées sur le croquis. 1^ zGne la 
plus claire et qui devra rester blancha 
étant marquée du. chiffre 0, les autres 
sont indiquées, d'aprôsleur intensité, 
par les chiffres i, 2, 3, etc., la zone 7 
étant la plus foncée. 

Les chiffres 6', 5', 4'. î'. indiquentque 
pour les parties dans l'ombre, les teintes 
devront être dégradées depuis la teinte 
7 la plus foncée, jusqu'à la teinte 3' la 
plus claire"; ces teintes sont plus foncés 
que les leintes portant les mêmes numéros, mais sans accent, dans la 
paitie éclairée. 



QUESTION 224 

SolutioM par M. Livikuvillg, professeur au 



La somme des trois rectangles que l'on peut construire, ne pre- 
nant comme éléments les trois côtés d'un triangle quelconque, est 
égale à la somme de trois autres rectangles ayant pour base com- 
mune ledemi-pirimélre du triangle et respectivement pour hauteurs, 
les trois droiles menées, par le centre du cercle inscrit, parallèle- 
ment aux trois côtés du triangle. (Reboul.) 

Si l'on désigne par l, l', l" les longueurs des trois droites 
menées, par le centre du cercle inscrit, parallèlement aux. trois 
cûlés a, 6, c du triangle, il faut démontrer que l'on a : 
ab -^ ac + bc = p{l -^ l' + l"). 
Or, eo désignant par A, A', h" les hauteurs correspondant 
aux côtés a, b, c, on trouve facilement : 

, ar br cr 

l = a ri l —b r;> I=C — tï' 
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On a donc 

/a h c 



y 



6 = p(i -h r + V) =p[a + 6 + c) - fr{^ + _ + A^ 

"^ \2S 2S 2Ï5/ 

a* + 6* + C* , , 

e = 2p' = aô + oc -4- 6c, 

2 

troîi, enfin, 

p(Z 4- Z' -♦- r) = ab -{- ac + bc. 

Nota. •— Solutions analogues ^ par MM. Boutin, professeur au collège de 
Gourdemanche ; Ignacio Beyens, capitaine du génie, à Cadix ; J. Ghapron, 
à Bragelogne; Tabbé E. Gelin, professeur au collège Saint-Quirin, à Huy 
(Belgique) ; G. Russo à Gatanzaro (Italie) ; Henry Gallopeau, lycée d'An- 
goulême ; R. Younès, élève à Tlnstitution Springer. 

Solutions trigonomélriques par MM. D. Gotoni, au lycée d* Alger; Alexandre 
Gouvert, au lycée Gondorcet. 



QUESTION 232 

Siolation par M. Martin (René-Henri), élève au Lycée Gondorcet 

(classe de M. Brisse). 



Si Von ajûule, terme à terme, m progressions géométriques , la 
suite U obtenue est récurrente; c'est-à-dire, qu'à partir du 
terme de rang m + i , les autres sont fournies par une fonction 
des m précédentes ; cette fonction est linéaire. (Boutin.) 

Considérons, pour simplifier récriture, le cas de trois pro- 
gressions géométriques, dont les premiers termes sont a, 6, c 
et les raisons p, q, r. Je dis que Ton peut trouver trois nom- 
bres X, y, z tels qu'en représentant par Un le terme du rang 
n de la suite U on ait, quel que soit l'entier n, la relation de 
récurrence 

Un = OCUn-i + J/ W„«2 + ZWn-3. 

En effet, on a : 

Un = ap^-^ + 6ç**-* + cr'''-^, 
t/„_i = ap^^ + 6g"-^ + cr''-'^, 
tf„_2 = ap""^ + bq""-^ + cr""-^, 
Un^ = ap""-* -h bq'^^'^ + cr»*-*. 
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Je dis que, pour des valeurs convenables attribuées aux 
lettres x, y, z^ on a 

4- y (ap^~^ + bq^-^ + cr^"^) 

ou, en ordonnant par rapport à p, 9, r, 

ap'^\p^ — P'^ — P2/ — 12) 4- 6ç"~*(9' — q^x — qy — z) 

4- cr"-*(r» — 1 «a; — ry — «) = 0. 
Cette équation doit être vérifiée, quel que soit n ; les coeffi- 
cients de ap^'^y bq^*^, cr^^^ doivent donc être nuls et Ton a 

p^oc -h py h i5 = p', 
q^x -^ qy + z = q\ 
r*x 4- ri/ 4- ^ = r'. 
Ces équations déterminent les inconnues x, y, z. Si Ton 
suppose p ^ j' ;zf r, le problème est déterminé et Ton trouve : 
0? = p 4- g H- r, t/ = — (pqf + qr 4- pr), z = pqi\ 
Dans le cas général, le déterminant des inconnues est un 
déterminant de Vandermonde ; et la résolution des équations 
auxquelles on est alors conduit se fait immédiatement, en 
appliquant les relations connues entre les coefficients et les 
racines d'une équation. 



QUESTION 235 

Violation par J. Ghapron, à Bragelogne. 



Si A, B, C sont les angles d*un triangle^ on a 

I 4- sin (B-{ — j + sin (c H — j 4- sin (a. -\ — ) 

B-A C-B A-C 

— 4 cos cos cas • 

4 4 4 

(Boutin).- 

On sait que 

cos(aH-64-c)4-cos(a4-6 — c)4-cos(a — 64-c)4-cos(6-4-c — a) 

^ 4 cos a cos 6 cos c. 
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Si Ton transforme le second membre de la relation à démon- 
trer, d'après cette formule, il devient: 

C_A A-B C-B 

I + COS h COS h COS • 

2 2 2 

Or, 
„ A 2B + A A + B + G + (B-C) it G-B 

2 2 2 2 2 

r^ ^ • /t. M C-B 

On a donc sin ( B H — j = cos > 

B\ G - A 



sin (G H — J = COS 



. /. G\ A-B 

sm ( A H — j = COS • 

La relation énoncée se trouve donc établie. 

Solutions diverses par MM. l'abbé Gelin, professeur au collège Saint- 
Quirin, à Huj (Belgique); Alexandre Couvert, au lycée Gondorcel; Igna- 
cio Beyens, capitaine du génie à Cadix (Espagne) ; D. Cotoui, au lycée 
d'Alger ; René-Henri Martin, au lycée Gondorcet (classe de M. Brisse) ; 
Er Quintard, suppléant au collège Chaptal. 



QUESTION 243 

liolation, par M. Séfa, à Constantinople. 



On considère un triangle rectangle BAG, et Von prend, sur 
Vhypoténuse BG, un 'point quelconque M. Ayant abaissé, sur BC 
une perpendiculaire AT, (m détermine sur celle-ci un point I tel 

que Al^ = MG.MB. La droite MI rencontre les côtés AG, AB en 
deux points P ei Q : 

Démontrer que les points MI sont isotomiques sur PQ; en 
d'autres termes, que les points M et l sont symétriques par rap- 
port au milieu de PQ. 

Appelons D le pied de la perpendiculaire AI. 
Le triangle IMD, coupé parla transversale AB, donne 

AD.BM.QI = AI.BD.QM. 
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Le même triangle, coupé par la transversale AC, donne 

AD.PI.CM = AI.PM.GD. 
Multipliant membre à membre ces deux égalités, et obser- 

^ vant que AD* = BD . CD, et que, 

d'après l'énoncé BM.GM ="ÂI^ 
on a : 




QI.PI = QM.PM; 
ce qui exige que I et M soient 
si otomiques sur PQ. 
Remarqua. — On verrait facilement que le lieu du milieu de 
IM est le cercle d'Euler du triangle BAC. 

. Solutions diverses par M. D. Cotoni (lycée d* Alger) ; PoUotin, élève au 
collège ecclésiastique de Bellej ; J. Chapron. k Bragelogne ; Henry Galo- 
peau, élève au lycée d^Angoulème ; Moltet. élève au collège ecclésiastique 
de Belley ; J. M. Galban, élève à l'école polytechnique de Madrid. 



QUESTIONS PROPOSEES 



290. — Résoudre Téquation 

{oiX + p)« + (oLX -f- py -h X^ = 3(aa5 + p)(aaî H- p')x. 
Déduire de là, en supposant a = a' = o, une méthode élé- 
mentaire pour résoudre l'équation du troisième degré. 

(G. L.) 

291. — Résoudre Téquation 

a(a;* — px + q)* + P(a;* -^ px + qY = a?». (G, L.) 

292. — Résoudre Téquation 

(a? 4- 6 + c%x + c 4- a){x -h a -h b){a + 6 + c) — abcx = o. 

(G. L.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IMI'RIMBRIB CKNTRALK DKS CHIMIN DB FBB. — UfPRIMBRIB GHAIX. 
RUB BBROÈRB, 20, PARIS. — 16976-8*8. 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. Cf. de Eionjçchaiiip^o 

(seconde partie) 

(5wifc, voir p. 196.) 



CHAPITRES IX et X 

LES PROBLÈMES d'aRTILLERIE 

Le tir de projectiles à de grandes distances et la guerre des 
sièges soulèvent plusieurs problèmes dont la solution ressort 
de la géométrie qui nous occupe. Nous nous proposons d'exa- 
miner un certain nombre d'entre eux. 

Au premier abord, on sera sans doute porté à ne voir, dans 
les développements qui suivent, que de simples jeux de l'esprit; 
quelque chose enfin, daus le domaine géométrique, d'assez 
semblable aux récréations mathématiques dé l'Arithmétique. 
Certes, ce jugement serait exact, de tous points, si l'on devait 
considérer uniquement les manœuvres exécutées par l'ar- 
tillerie en un jour de combat. En pareil cas, les théories ne 
sont pas à leur place. Mais on voudra bien accorder que le 
rôle de l'artillerie est plus étendu. Ainsi, îl peut arriver (la 
dernière guerre n'en a-t-elle pas fourni des exemples?) que 
deux armées, dont l'une est enveloppée par l'autre, restent 
longtemps en présence. A d'autres moments, l'artillerie peut 
être appelée à entreprendre, ou à soutenir, des sièges de longue 
durée; à cerner des forts; à surveiller les côtes ou à protéger 
quelque passage, etc. 

Alors, les problèmes que nous allons traiter, même envi- 
sagés au point de vue pratique, ne paraîtront peut-être plus 
aussi frivoles qu'à la première vue; et l'on pourra voir se pro- 
duire des cas ou les solutions que nous allons exposer ren- 
contreront des applications intéressantes. 

JOURNAL DB MATH. ÉLÂM. — 1888. 10 
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97. L'établissement du fort central. — Trois points 
A, B, C donnés représentent des positions qui doivent être 
protégées par un fort; il s'agit de déterminer remplacement 
de celui-ci de façon qu'il commande également bien les 
trois positions données. En d'autres termes, on propose de 
fixer la situation du centre du cercle circonscrit à ABC ; 
ce point obtenu, iJ restera, bien entendu, à comparer les 
distances OA = OB = OG, avec la portée moyenne des pièces, 
pour vérifier que la position trouvée, pour le point 0, n'est 
ni trop éloignée, ni, ce qui peut être un inconvénient d'une 
autre nature, trop rapprochée. 

Premier cas. (Les points A, B, C sont accessibles) — Bien que 
les points donnés soient supposés accessibles, il ne saurait être 
question de résoudre le problème actuel en élevant des per- 

c pendiculaires aux milieux 
- des côtés AB, BG, GA. ; ces 
droites ont des longueurs 
beaucoup trop considé- 
rables, pour qu'il soit pos- 
sible, en général, de trou- 
ver commodément leurs 
points milieux. Il y a donc 
là, on le comprend, une cer- 
taine difiiculté, de l'ordre 
pratique; voici comment 
on peut la tourner. 




w 




Fig. m* 



Elevons Ae^ perpendiculaire à AB; et, avec la fausse équerre, 
relevons l'angle GAsr ; en transportant l'instrument successi- 
vement aux points B, C, on pourra jalonner deux droites BO, 

GO formant avec BG des angles T^, f^, égaux à l'angle 77 Ges 
droites concourent au point cherché. 

On observera que la construction précédente comporte une 
vérification très utile puisque l'on peut reproduire, de deux 
autres façons, le tracé indiqué en remplaçant successivement : 
A, par B ; puis par G. 

Quant à la distance OA, elle est trop considérable pour être 
trouvée par un chaînage direct ; on l'obtiendra en considérant 



JOURNAL DE IfATHÉMÀTIQUES ÉLÉMENTAIRES 



319 




le point A comme inaccessible, et en déterminant OA par Tune 
des méthodes que nous avons indiquées au chapitre VI. 

Deuxième cas {k,^ points A, B, G sont inaccessibles). — Ima- 
ginons par exemple que Ton veuille établir, au bord de la 
mer, un fort dont les feux commandent trois îlots voisins 
A, B, G ; on peut ai^ 
demander de placer 
ce fort à la même dis- 
tance de ces trois 
points. 

Pour déterminer le 
point central ; on 
tracera d'abord, dans 
la partie accessible, 
une droite A A' paral- 
lèle à AB (Ghapitre 
VII). Autant que pos- 
sible, pour éviter des Fig. ^69, 
jalonnements trop longs, on cherchera à placer AA' dans le 
voisinage du point inconnu. D'un point P, pris sur AA', arbi- 
trairement d'ailleurs, on vise les points A, B; et, après avoir 
jalonné les lignes de visée PM, PM', on relève avec la fausse 
équerre Tangle APB. On se transporte ensuite sur AA' jusqu'à 
ce qu'on trouve un point Q d'où l'on aperçoive AB sous un 
angle AQB = APB ; puis, on jalonne de nouveau les lignes de 
visée QM, QM', on obtient ainsi une droite MM' qui va passer 
par le point inconnu. En reproduisant, avec AC, les construc- 
tions que nous venons d'indiquer, on déterminera une seconde 
droite qui coupera MM' au point cherché. 

98. Cas où le point central est trop éloigné. — 

Dans le cas où le point central est trop éloigné, et par consé- 
quent sans usage, on peut rechercher quelle est la meilleure 
situation qui convienne à l'établissement du fort que l'on 
veut construire. Si, pour fixer les idées, nous supposons que 
le point G soit celui des Ttrois points donnés que l'on veuille 
plus particulièrement tenir sous l'action du fort, on placera 
avantageusement le fort au point d'intersection de la perpendi- 
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culaire élevée au milieu de AB (droite que Ton peut obtenir 

comme nous l'avons 
expliqué tout à l'heure), 
avec OC. 

Soit 0) ce point : on a 
(ï)A = a)B et <oG <C wB. 
Pour vérifier que coC est 
plus petit que wA, on 
observera que Ton a 
OB < Oo) + o)B, 
ou 

OG=0(o-ha)G<0(o-l-a)B, 

ou, enfin, 

<oG <C <oB. 
Ainsi, du point (o, on 
Fig, %io, commandera également 

bien les points A, B ; si la distance coA ne dépasse pas la por- 
tée du tir, cette condition se trouvera, a fortiori, réalisée pour 
le point G. 

99. Le Tir central. — Un point donné doit servir de 
but ; on propose alors de fixer les emplacements de plusieurs 

batteries qui soient toutes 
à la même distance de O. 
Bien entendu, ce point est 
supposé inaccessible et à 
une distance relativement 
grande, de la région où Ton 
peut opérer. 

Ayant pris un point A, 
arbitrairement, pour y éta- 
blir la première batterie, 
on trace un alignement kz 
^ faisant, avec OA, un angle 

^*^* ^^'* "T que Ton relève avec la 

fausse équerre. On chemine alors sur k.z jusqu'à ce qu'on 

trouve le point B d'oh Ton voit OA sous un angle V égal à 

l'angle i ; c'est en B qu'on doit fixer la position de la deuxième 
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batterie. On répétera, avec les alignements B.^', G^'... la 
même opération ; et Ton obtiendra, de la sorte, autant de points 
que l'on voudra, équidistants de 0. 
Si les batteries doivent être très rapprochées les unes des 

autres, on prendra pour Tangle i un angle aigu, voisin de 
l'angle droit; et, si Ton veut qu'elles soient équidistantes, on 
conservera à la fausse équerre, dans tout le cours des opéra- 
tions, l'angle i primitivement adopté. 

100. Le chemin de sûreté. — Supposons que repré- 
sente un fort assiégé; on veut tracer une ligne polygonale; 
aussi rapprochée que possible de celui-ci, et de telle sorte 
que les points extérieurs de cette ligne soient à l'abri des pro- 
jectiles de 0. 

Soit A la trace d'un projectile lancé par 0; jalonnons A^ 
perpendiculaire à OA et prenons, sur Ajs, un certain point 
B. Ayant relevé avec la fausse 
équerre l'angle ABC, on trace 
l'alignement Bz', de telle sorte 
que 0B^'= ABC. Cette droite 
Bz' représente un des côtés du 
chemin de sûreté. En opérant 
ainsi, successivement, on 
obtiendra une ligne polygo- 
nale A^, Bz\ Cjs",... envelop- 
pant le fort, et, tous les points 
situés hors du périmètre de 
cette ligne ne seront pas expo- 
sés au feu du fort. Fw- ^72, 

Bien entendu on prendra, pour point de départ de la con- 
struction indiquée, la trace du projectile qui est tombé à la 
plus grande distance de 0. Deux traces semblables A, A' 
étant données; pour savoir quelle est celle qui est la plus 
éloignée de 0, on relève avec la fausse équerre l'angle OAA' et 
l'on voit si cet angle est supérieur, égal, ou inférieur à OA'A. 
Suivant ces différents cas, on a : OA < OA', OA = OA', ou 
enfin OA > OA'. 

Nous abordons maintenant une question qui peut oflrir un 
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intérêt particulier dans la guerre des sièges; aussi, le traite- 
rons-nous avec quelques détails. Nous voulons parler du pro- 
blème dans lequel on propose de lancer des projecliles sur un 
but invisible. Il faut, pour résoudre complètement ce problème, 
déterminer : 1° la ligne de tir; et, 2® la distance du point d'at- 
taque, au but que Ton veut atteindre. 

(A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontin, professeur au Collège de Gourdemanche. 

{Suite, voir p. 206.) 



85- — Nous proposons d'introduire, dans la Géométrie du 
triangle, un angle 9 déterminé par la relation 

tg ? = tg A + tg B + tg C. 
Si ô est l'angle de Brocard, déterminé par la relation 
cotg 6 = cotg A -f- cotg B 4- cotg G, 
on voit aisément que, toute fonction symétrique des angles 
A, B, G, est une fonction des deux angles ô, 9. 

Ceci posé, nous proposons la démonstration des identités 
suivantes : 

1® sin A sin B sin G = 



2<> cos A cos B cos G = 



coig ô — cotg cp 
I 



tg 9 cotg 6 — I 
. tgA tgB tgA tgG tgB tgG , 

tgB tgA tgG tgA tgC tgB s^ s 

4° sin 2A -f- sin 2B + sin 2G = "^ ë9 



tg 9 cotg ô — 1 

5^ cos 2A + cos 2B + cos 2G = ^9 ^ ^ ^ 

I — tg 9 cotg ô 

6*> tg 2A 4- tg 2B + tg 2G = 7- ^-^ -, 

(tg9Cotgô - 0» 

7® cotg 2 A -+- cotg 2B -h cotg 2G = - (cotg 6 — tg 9), 
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2R« 



S^ S = 



cotg ô — cotg 9 



10® En désignant pour abréger 

colg»» A -H cotg"B + cotg»* C, et tg« A + tg** B + tg" G par 23n, ^n 

on a : S, = cotg* ô — 2, 

11° Sj = cotg' ô — 3 cotg ô + 3 cotg (p, 
i2° S4 = cotg* ô — 4 cotg* 6 + 4 cotg ô cotg 9+2, 
ia^^Sj = cotg'^ô— 5cotg»Ô+5cotg*0cotg9-»-5cotgô— 5cotg9, 
14® Se = cotg* ô — 6 cotg* ô '+ 6 cotg* ô cotg 9 + 9 cotg" ô 

— 12 cotg ô cotg 9 + cotg" 9 — 2, 
15® S2 = tg" 9 — 2 tg 9 cotg ô, 
16® S3 = tg» 9 - 3 tg* 9 cotg ô + 3 tg 9, 
17® si = tg* 9 — 4 tg« 9 cotg 6-1-2 cotg" 6 tg" 9 + 4 tg» 9, 
18® S5 = tg« 9 — 5 tg* 9 cotg ô 4- 5 tg» 9 cotg" e + 5 tg» 9 

- 5 tg» 9 colg e, 
et d'une manière générale 

19® S„ = cotg Ô2„_i - S^a + cotg 9S,|_3, 

90® S,; = tg 9S;_i - cotg Ô tg 9SL2 + tg 9Sn_3, 

21® La somme des carrés des six segments déterminés sur 

les côtés d'un triangle, par les pieds des hauteurs, a pour 

expression : 

4S[cotg 6 — cotg (9 — 6)], 

22®cotg29=cotg2Acotg2Bcotg2G— coséc2Acoséc2Bcoséc2G 

coséc A coséc B coséc G. 

^ (A suivre.) 



AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 

(Section des sciences mathématiques.) 
CONCOURS DE 1887 



Algèbre et trigonométrie. 

On considère un quadrilatère convexe ABCD, le centre de gravité G de 
sa surface, et le point de rencontre de ses diagonales. Soient a, ^, y, 6 
les aires respectives des triangles GAB, GBC, GCD, GDA, et a', p' y'> ^ 
celles des triangles OAB, OBG, OCD, ODA: 
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1* Démontrer que la surface S du quadrilatère est exprimée par le 
binôme : 

3a + Y, 
OU par les binômes analogues ; 

2* Trouver la relation entre les quatre surfaces a% ^'^y, ô', puis la relation 
entre les surfaees a, p, y, 8 ; ( 

3* Résoudre le quadrilatère, sachant que les distances du centre de 
gravité G aux côtés AB, BG, CD, DA sont respectivement (en mètres) : 

--r' '^=i¥' ^'=T^' -^^A 

et sachant en outre que l'on a (en mètres carrés] : 

a-hp'=5r, p = Y = 4r, y -f- 8 = 4r, g + « = 5r, 
où r désigne la racine positive de Téquation : 

44£C* H- i6a; — . i = o. 

Mécanique. 

Un fil de fer vertical AB, de 10 mètres de longueur, et dont la section 
normale mesure 50 millimètres carrés, est fixé par son extrémité supé- 
rieure A, et se termine, par un crochet, à son extrémité inférieure B. Ce 
fil s'allonge de 1 centimètre quand on exerce sur lui, sans choc, une trac- 
tion de 20 kilogrammes par millimètre carré de sa section, et, pour des 
tractions moindres, rallongement est proportionnel à la traction. Cela 
posé, et le fil de fer étant au repos, on accroche en B, sans choc, une 
charge donnée de P kilogrammes, assez faihle pour que les allongements 
ne dépassent pas 1 centimètre, et Ton demande : 

l"" Quel sera le plus grand allongement absolu qu'éprouvera le fil, ou de 
combien s'abaissera le crochet B? 

2* Au bout de combien de temps se produira cet allongement maximum? 

3* Si cet allongement persistera, et quelles seront les principales cir- 
constances du mouvement ? 

4* Quelle est la plus grande valeur que puisse avoir le poids P sans que 
la limite de 1 centimètre, pour les allongements, soit dépassée ? 

On négligera la masse et le poids du fil, en comparaison delà masse et 
du poids du fardeau. 

Géométrie descriptive. 

Une sphère opaque est posée sur le plan horizontal, et un angle droit 
est donné dans ce plan. 

Construire un point tel que, si Ton y place une lumière, Tombre que 
portera la sphère sur le plan horizontal soit limitée par une parabole tan* 
gente aux deux côtés de l'angle droit donne. Déterminer cette ombre 
portée, ainsi que Tombre propre de la sphère. 

Les ombres seront indiquées par des hachures. 

Épreuves orales. 

Épreuve pratique de calcul. 

On donne la base BC = a d'un triangle, et les angles adjacents B et C. 
Inscrire au triangle ainsi défini, un triangle équilatéral dont un côté NP 
soit parallèle à la base BC du triangle. On cherchera l'expression da 



JOURNAL DE MATHEMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 2^0 

rapport k = rrr, ainsi que les segments MB, MG et le côté NP du triangle 

équilatéral. 
Application: BG = i294"",67, 

•B=5o«3'57', 
G = 39«56'3'. 

Épreuve pratiqua de géométrie descriptive. 

Une demi-sphère creuse AGB, éclairée par le point lumineux P, repose, 
par son sommet C, sur le plan horizontal. Déterminer l'ombre propre ainsi 
que Tombre portée sur le plan horizontal. 

Données numériques : 

Le centre de la sphère est à 5 centimètres au-dessus du plan hori* 
zontal, et à 85 millimètres en avant du plan vertical. Le point P est situé 
dans le plan de front, qui contiant ce centre, à 125millimètre3 au-dessus 
du plan horizontal et à la même distance de 125 millimètres à droite de la 
verticale du centre. 



QUESTION 236 

Solution par M. Martin (René Henri), élève au lycée Condorcet, 



Démontrer la formule 

a» — b* -+- (a« -^ b*) cos x /b x\ 

àrc cos r- — — r— =: 2arctg(-tg -) (A) 

a* -h b* + (a* — b«) cos x Va "^ 2/ ^ ^ 

(Boutin.) 
Il faut démontrer que ron a 

, /h ^ x\ a'' — b^ +- (a* H- 6«) cos a;. 

cos 2 arc tff - tg- = r- ^— ; , 

^ Va ^ 2/ a^ -\- b^ -h (a« ~ b^) cos x 

ou 

,, , ^ . (^ . oc\ a« - 6« -h (a» -h 6«) cos x 

( 1 ) 2 cos'* arc tff - tg - — i = : ) 

^ ^ ^\a "^ 2/ a» + 6» + (a'» ~ b^) cos x 



Or ; • cos* arc tg 



/b ^ x\ a* 



a* -H 6Ug - 



(*) Gette égalité n'est pas év.dente. On la vérifie en posant 

arc tg g tg î) = s, 

d'où - tg - = tg sr. 

. a 2 

Mais on a cos^ z = — — -, etc.. G. L. 

i-+-tg«;5 
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Le premier membre de Tégalité (1) devient doue 

a« - 6» tg» ^ 

— ^^^■^^^■^^-^— ^■^— ^ • 

a» + 6« tg« - 

ce I ~~ COS X 

En remplaçant tg* - par sa valeur » on vérifie 

2 ^ I + cos a; 

immédiatement l'identité (A). 

Solutions diverses par MM. l'abbé Gelin, professeur au collège Saint- 
Quirin, à Huy (Belgique); Ignacio Beyens, capitaine du Génie à Cadix 
[Espagne) ; Alexandre Couvert, lycée Condorcet ; J. Chapron, à Bragelogne 
A. Troille, élève au lycée de Grenoble; P. Bourgarel, à Antibes ; Quintard, 
à Arbois. 



QUESTION 237 

ftk>lation et développements, par M. l'abbé E. Gelin, professeur 

au collège Saint-Quirin, à Huy. 



Dans le triangle ABC on mène les droites AD, BE, CF, qui se 

coupent au même point G, et 
rencontrent les côtés opposés aux 
points D, E, F. On propose de 
démontrer que 

;AG_ AE AF 

^dg~ce"^bf' 




c On a 
ABG + AGG 



(G. Russo.) 
ABG AGG 



AG _ ABG _ AGG ^ 

Ï)G ■" BDG "" GDG "" BCG BCG " BGG 
AE ABE AGE ABE - AGE ABG 

GÊ '' 



Or, 



BGE 



et, de même, 



Donc 



CGE BGE - GGE BGG 
AF AGG 



BF BGG 
AG AE AF 

dg' 



GE BF 
Si Ton observe que les segments AG et DG, AE et GE, 
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AF et BF sont de sens contraires, par rapport aux points G, E» F, 
on pourra regarder las rapports AG : DG, AE : CE, AF : BF 
comme négatifs, et écrire : 

__ AGx ^__ AEx / AFx 

JJG/ \ CE/ \ BF/ 
Si les droites AD, BE, GF se coupent à l'extérieur du tri- 
angle, si, par exemple, le point D est sur le prolongement de 
BG, le point E sur le prolongement de AC et le point F entre 

AB, on aura : 

AG _ AE _ AF 

DG "CE BF ' 
Si Ton observe que les segments AG et DG, AE et CE sont 
de même sens, et 
les segments AF et 
BF de sens con- 
traires, ou pourra 
regarder les rap- 
poits AG : DG et 
AE : CE comme 
positifs, et le rapport AF ; BF comme négatif; puis écrire : 

/ AG\ / AE\ / AF\ 

rDGJ^rcËJ-^l-BFJ- 
On a donc, dans tous les cas, 

AG _ AE AF 

DG" CE "^BF' 
pourvu que Ton donne aux rapports le signe positif ou le signe 
négatif, suivant que les segments sont de même sens oa de 
sens contraires. 

Le théorème qu'on vient de démontrer donne un moyen 
commode de construire les expressions de la forme 




X 
Y 



a, 
à. 



a. 



a^ 
h. 






Soit d'abord à construire l'expression 



X 

Y 



a« 



a. 



:r, = T^4--r^ + -r^ + 



c'est-à-dire une somme de rapports négatifs. 



On 

bn 



ou 



+ 



{-'t> 
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Ayant mené, par un point 0, n droites, on prend, sur la 
première, les longueurs de même sens OAi, A^Bi, proportion- 
nelles à a^, b^; sur la deuxième, les longueurs de même sens 
OA,, A,B„ proportionnelles à a,, 6,; sur la troisième, les lon- 
gueurs de même sens 0A„ AjB,, proportionnelles à a,, b^; et 
ainsi de suite. 

On tire A^Bj et A^B^, qui se coupent en G^, puis OGi, qui 
coupe B^B, en D^ ; et l'on a : 

OC, OA4 , OA, _ a, a. 



CiDi AiBi A,B, b, b. 

On tire C^B, et D^Aj, qui se coupent en G,, puis OUj, qui 
coupe D1B3 en D,; el Ton a : 

OQ^_OGi^ OA^a^^ a^ a^^ 
CÂ " CÂ "^ A3B, ^b^'^T.'^T/' 
et ainsi de suite. 
Soit maintenant à construire l'expression 

X a^ a, a, 

Y = 67 ~ 67 ~ 67 "^ • • • - 

c'est-à dire une somme de rapports, les uns positifs, les autres 
négatifs. 

La construction sera la même que dans le cas précédent; 
seulement, tandis que les longueurs proportionnelles à a^ et 
ô|. . . seront de même aens, les longueurs proportionnelles à a, 
et 62, «3 et 63. . . seront de sens contraires. 

Gomme cas parliculior, on peut construire la moyenne har- 
monique de m droites a^, a^, «3, . . . , a^, c'est-à-dire une droite 
X telle que l'on ait 

m I I I I 

— = 1 1 h • • • H • 

X a^ Oj Og Qfn 

Ayant décrit, d'un point comme centre, et avec un rayon 
arbitraire p, une circonférence, on m.ènera m rayons OA^, OA,, 
OA3, . . ., que l'on prolongera de longueurs A^B^, A^B,, A3B8, 
..., respectivement égales à a^, a,, «g, ..., Ayant ensuite 
achevé les constructions comme il a été dit plus haut, on 
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trouvera deux droites X, Y, telles que Ton aura 

X p p p p 

Y a^ aj (/a Um 

P X 
et, par suite, m— = ^; 

en sorte que x sera égal à m fois la quatrième proportionnelle 
aux droites X, Y, p. 

Solutions diverses par M. Ignacio Beyens, capitaine du génie à Cadix 
(Espagne); René-Henri Martiu, élève au lycée Gondorcet (classe de 
M. Brisse) : A* Boutin, professeur au collège de Gourdemanche (Sarthe) ; 
Henri Galopeau, élève au lycée d'Angoulème ; Jean Truchi, maître répé- 
titeur au collège de Menton ; A. Troille, élève au lycée de Grenoble. 



QUESTION 239 

Solution par M. A. Boutin, professeur au Collège de Vire. 



Résoudre le système : 

x(y -h z -4- xyz) = a, 
y(x + z -h yxz) = b, 
z(x + y + zxy) = c. (I. Beyens.) 

Ajoutant Tunité aux deux membres de chaque égalité, on a 

(i 4- xy){i 4- xz) = a -h J, 
(i H- xy){i + î/z) = 6 + I. 
(i H- xz){i 4- yz) — c -\- \ ; 

d ou, i + xu = ± y ^ > 



I 4- XZ 



' 64-1 

Y (bTi){c-h i) 

' a H- i 



I -h yz=~-z 

De ces relations, on tire xy, xz, yz, et Ton est ramené à la 
résolution d'équations symétriques constituant un système 
connu. 
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QUESTION 245 

Sélntidn par M. Tabbé E. Gelin, professeur au Collège Salnt-Quirin, 

à Huy (Belgique). 



Résoudre le système suivant : 
x*4-a — b = y*4-b — c = z*-hc — d = u*-H(i — a = xyzu. 

(I, Beyens.) 

On a .X* = xyzu — a 4- 6, 

y^ z= xyzu — h -¥ c^ 
z^ — xyzu — c -h dj 
w* — xyzu — d -+- a; 
d'oïl, en multipliant membre à membre, 

[a{a — 6) + 6(6 — c) -\- c(c — d) -+- d{d — a)]x*y^z*u^ 

— (a — 6 + c — d){a — c)(b — d)xyzu 

— (a — 6)(6 — c)(c — d){S — a) = o, 

équation qui fera connaître leproduita;i/su,et,par suite, aj*i/*fl;*u*. 
Les racines du système proposé sont imaginaires; car, en 
ajoutant membre à membre les quatre équations on a 

a;* + y* 4- j3* + u* = ^xyzu, 

ou = v/a?^^z w ; 

4 
ce qui est impossible; car la moyenne arithmétique de plu- 
sieurs nombres est plus grande que leur moyenne géométrique. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Â. Boutin, professeur au lycée 
de Courdemanche, et J. Ghapron, à Bragelogne. 



QUESTION 246 

Holation par MM. E. Martinez et J. Galban, à Madrid. 



Soit AB un diamètre pris dans un cercle G. Un cercle tangent, 
en A, à AB, coupe la tangente au cercle G, en B, en deux points M 
et M'. Les droites AM et AM' coupent le cercle G respectivement 
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en P, P'. La droite BP œupe AM en Q, et la droite BP' coupe AM 
en Q\ Démontrer que la droite QQ' se confond avec le diamètre 
du cercle G, qui est perpendiculaire à AP. (d'Ocagne.) 

Les angles ABP', AM'B sont égaux comme ayant, Tun et 
Tautre, pour complément BAP'. 
D'autre part, les angles AM'B, 
BPA sont égaux, parce que dans 
la circonférence AMM' ils ont 
pour mesure commune, la moitié 
de l'arc AM. Nous avons donc 
ang. ABP' = ang. PAB, 
et aussi, 

ang. ABP = aag. P'AB. 

Ainsi, les triangles BQA, BQ'A 
sont ispscèles, et la droite QQ'est 
perpendiculaire au milieu de AB. 

Nota. — Solulions analogues par MM. G. Russe à Gatanzaro (Italie) ; 
Ignacio Beyens, capitaine du Génie, à Cadix; H. GiUy, à Nimes ; Mineur, 
élève en mathématiques préparatoires au lycée de Dijon; L'abbé E.Gelin, 
professeur au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique ; P. Gonord, école 
J.-B. Say ; Alexandre Couvert, au lycée Condorcet; J. Chapron, à Brage- 
logne ; P. Graussaud, élève de 4'*« année, à l'école J.-B. Say. 




QUESTION 247 

Solution par M. Clément Thirt, étudiant à. l'Université 

de Gand (Belgique). 



Dans le triangle rectangle ABC on mène la médiane AM et ta 
perpendiculaire AD sur l'hypoténuse. On désigne par r, r^. p^, p, 
les rayons des cercles inscrits aux triangles ABC, ABD, ADO, 
ABM, ACM et par h la hauteur AD, Démontrer que : 

I 



I 

— I — 

Pi Pi 



2 2 



Tl Ta 

- + - = 2. 



Pi Pa 



(G. Rdsso.) 
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On a, par des propriétés connues, 

_ ABM _ S _ pr 

^ " c -^ AM + BM ''c'i-a^c + a 

2 

T. * S pr 

De même, p, = ^ 



b-h a 6 + a 
D'autre part, les triangles semblables ABC, ABD, ADC 

donnent 

7X rb 

Ti — — > r, = — 

a a 

On en conclut : 

I I c + a + ô-ha 2w a 2 i 

Pj p2 b b b r Al 

r. r- c(c4-o) 6(6 + a) c* + ac + 6*4-a6 a + 6 + c 
-1-1- -i = _^^ L^ L~ — —2. 

pi Pa «P <^P OP P 

Remarques I. — En rapprochant, de ces relations, les for- 
mules connues: 

A = r + Ti 4- }\y r^ :z:zr\'¥ r|, 



•*^' = KJ"'')' 



on a 

I I __ c* + a* -h 2ca + 6* -h o* + 26a _ a(4p -♦- a)_ a* ^.ap 

ou, 

Solution par MM. Tabbé E. Gelin, professeur au coUège Saint-Qulrin 
à Huy (Belgique); Ignacio Beyens, capitaine du Génie, à Cadix. 



QUESTION 249 

Solution et généralisation par J. Chapron, à Bragelogne. 



Si N est un multiple de 3^ on prend dans la suite décroissante^ 
N — 1 , N — 2, ... 2, I, tous les nombres qui ne sont pas multi- 
ples de 3, les deux pt^emiers avec le signe +, les deux suivants 
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avec le signe —, les deux suivants avec le signe +, etc., et Von 
fait la somme algébrique. Démontrer que le résultat est égal à N. 

(d'Ocagne.) 

Nous allons démontrer que, si N est multiple de p, et si Ton 

fait abstraction des multiples de p, cette somme algébrique 

p — I 
est égale à N, en prenant les (p — i) premiers avec le 

2 

signe H-, etc. t 

Supposons N = np. Considérons la suite dans un ordre 
inverse, en affectant le premier groupe i, 2,..., p— i du 
signe +, le second da signe — i, etc. Je dis que Ton aura 

p — 1 

(— i)" np. Ce résultat est exact pour n = i, n = 2. 

Il suffit de vérifier qu'il subsiste quand on remplace n par 
n 4- i. Or, dans ce cas, le résultat sera 

p — I 

{—lY- — np+(— i)'»+*[(np4-i)-H(np+2)-i-(np+3)+. . .(rï+i)p— i] 

en posant N' = (n + \)p. 

Nota. — Solutions par MM. Ignacio Beyens, capitaine du Génie à Cadix; 
A. Boulin, professeur au lycée de Courdemanche ; l'abbé E. Gelin, profes- 
seur au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique). 



QUESTION 250 

îj^olotion par M. Emile Yigarié. 



On considère un triangle Ok^B^ et le cercle A^, de rayon fi^ 
circonscrit à ce triangle. On mène à Ai, une tangente anti-parallèle 
à ÀiBi dans le triangle OAiB^ ; cette droite rencontre les côtés 
OAj, OBi aux points A„ B^. 

On obtient ainsi un triangle OA^B^ et, à ce nouveau triangle, 
correspond un cercle circonscrit A^ de 7'ayon Rj. 

Opérant sur OA^Bj comme il vient d'être fait sur OA^Bi et 
ainsi de suite.^ on obtient une série de cercles 
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Al, A„ A, ... Ap. 
Démontrer ; !• qtie les centimes des cercles 

Al, A, ... 
sont distribués sur une droite OZ et que ceux des cercles 

Aj, A4 ... 
sont aussi sur une droite OZ' ; 

2® Que les rayons de trois cercles consécutifs A p_2, Ap_i, Ap véH- 
fient la relation de récurrence 

et déduire, de là^ que 

^2 



RpRp— 2 = Rp-i > 



Rn = 



Rr* 



Ri et R, vérifiant d'ailleurs l'égalité 

R,h = 2R2 
dans laquelle h désigne la hauteur issue de 0, dans le triangle 
OAiBi. (G. L.) 

1° La tangenle au cercle A^ anti-parallèle à AiBi, est évi- 
demment perpendiculaire à l'extrémité Hj du diamètre pas- 
sant par 0. Gomme les droites AjEi, AjBj... sont parallèles, 
les centres des cercles Ai,A8,. . . se trouveront sur une même 
droite OZ qui est le diamètre du cercle A^, passant par G. 

Les droites AiBi, AjB, sont anti-parallèles, le centre du 
cercle A^ sera donc sur une droite OZ' telle que 

angle Z'OAj = angle ZOBi ; 
ainsi OZ' est la hauteur OHi du triangle AiOBi. Les droites 
A,Bj, A4B4... étant parallèles entre elles, les centres des 
cercles A3, A4. . . seront sur une même droite OZ', 

Les droites OZ, OZ' sont, par conséquent, isogonales 

Plus généralement, si MiMj, M,. . . Mp sont des points home 
logues des triangles 

AiOBi, A,OB„ AjOBj . . . A^OBp ; 
les points Mj, M3. . . seront sur une même droite OX, et les 
points M j, M4 . . . seront sur une autre droite OX', isogonale de OX . 

2® Soient Hj le pied de la hauteur issue de 0, dans OAiB^, et 
Ha, Hg. . . Hp les points de contact des droites AjBj, A3B3. . , 
ApBp avec les cercles Aj, Ag... Ap_i. Les triangles HiOHj, 
HaOHj, . . . Hp.i OHp sont semblables et donnent ; 
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OH, OH, OH, _ OH^t _ OHp 



• • • 



OH, OH3 OH, OHp OHp+1 

ou bien 

(i\ ^ _ 5* — ?* — ... — ^p-^ _ ^p-i 

Donc on a la relation : 

RpRp_2 = Rp— 1 
Ri et Rj vérifiant d'ailleurs Tégalité : 

Rj^ =: 2Rf. 

Si, maintenant, des deux derniers rapports fl), nous tirons 
la valeur de Rp, et que nous y remplacions successivement leB 
quantités qui donnent son expression en fonction des valeurs 
tirées des rapports précédents, nous aurons la formule 

_ Rr* 

Plus généralement^ si par les points M^, M3, ... on mène 
des droites parallèles, limitées aux cercles circonscrits A^, Ag 
. . . (ou à toute autre figure F^, F^, . . . , ces figures étant homo- 
logues dans les triangles A^OBi, AjOB, . . .) et si, parles points 
Mj, M4 . . . on trace des anti-parallèles aux premières; d^, rfj, 
dg, ^4, ... étant les longueurs de ces droites, on aura les rela- 
tions 

dpdp^2 = (*p-i 9 



d„ = 



df 



-2 



QUESTION 251 

Solution. 



Dans le triangle ABC, les côtés AB et AG sont égaux, I est le 
point milieu de la base BG. On forte, sur le côté BA, de part et 
d'autre du point A, la longueur A A' = AA^ = J?mBA, et, sur 
le côté BG, de part et d'autre dw point G, une longueur GG' = 
GCi = m.BG. Démontrer que les perpendiculaires élevées à AG, 



X'C €i A^C^, ciur foisUi il^C ei C^.Af aympaU smr la droite AI.* 

^G. Busso.) 

La qnestÎDn 221. d:>3tiiDas aT3iis iaséré use solution {Jour- 
wa\ p. 70 , conipreni celle-<rL coaiînc ca5 pardcnlier. 

S:lTili:5s direfses par MM. J. CrLarcon i. Rr^^Ic^se. Fabbé E. Gelîn, 



Ql'ESTIOX ?ô? 

par M. SÉTA. à Cci&sl23taicp>u 



£/m/ d^ri*;^ m":^ c^rc^^'f'^KCt O, m".^ rj«^<r AB, vr point P 

**r orf.v c.-'rJ'f^ il iV-wj pif^is MN *«r Lj f.rrrïi/Vreii^r^?; trouver 

s'jr a *V-« KJi .'r:-î">îVr.e f-: -:-' S qui s:îî:eU çm^ fe« rfroi:^» SM, 

SN oi'Af^'t !a c:"^if AB ^n «f^iur p'i^U M*. Y, df tef^ WÊamière 

PM' . , , j m 

que if rappyrt smt €jjI a «"i* çy?ï"sM> dimnet — • 

Ifcacio Bevens. i 

SappT^sons le problerae résilia Soit : 

PM' m 

P!r~"T' 

Par le pDint V, nienons ^K parallèle i SM : traçons PX el 

pr.Irrger-iis cette dr:i!ejasqn'à 
SI re::cc!itre avec PM. Les tri- 
a:i-:es P^'K. PM'M donnent : 
PK PN' « 
"^ PM' ~ « " 



x« 




^^ ^ 



:^' 



PM 



D'ailleurs^ XX "K = MSX ; or 

cv^ de-nierar^Ir est connu puis- 

q^il a r r:ir Eics-re ia moitié de 

Taivr My. 0:i est donc conduit 

à la cc::istnîî:on saivante: 

Tr£?:ns PM, et prerL^ns s:ir ccîie drci:e. à partir du point 

PK m 
P. el ::ars .e sens PM, la I:>ng'je"^r PK, te.Ie que ^^ = — ; 
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puis, sur NK décrivons un arc capable de Tangle S. L'inter- 
section de cet arc avec AB donne deux points N',N' et le pro- 
blème est résolu. 

Il admet quatre solutions (réelles ou imaginaires) si Ton 
suppose, successivement, que les segments PM', PN' sont por- 
tés dans le même sens, ou en sens contraire. ' 



QUESTION 254 

Solution par M. Constantin Stéphanopoli, à Ajaccio. 



Soient A, B, G, D, quatre points situés sur un cercle; de D, on 
abaisse une perpendiculaire A sur AC; de k, on abaisse une per- 
pendiculaire A' sur BD. A rencontre AB en B'; A' rencontre CD 
en G'. Démontrer que B'G' est parallèle à BG. 

Dans les triangles AB'I,DG' H, qui sont rectangles en I et 
H, les angles 
B'AI et G'DH 
sont égaux 
commeinscrits 
au même seg- 
ment; par con- 
séquent les 
angles AB'I et 
DG'H sont 
égaux, et le 
quadrilatère 
AB'G'D est in- 

scriptible. Mais alors les angles B'C'D, BGD sont égaux comme 
ayant, l'un et Taulre, pour supplément BAD; les droites B'G', 
BC sont donc parallèles. 

Nota. — Solutions analogues par MM. J. Ghapron, à Bragclofçne; 
G. Russo, à Gatanzaro; E. Vigarié; Ignacio Beyens, capitaine du Génie, à 
Gadix; Ale^candre Goavert, au lycée Gondorcet ; H. Gilly, à Nîmes. 

Comme l'observe M. Ghapron, le théorème subsiste en supposant que 
les droites A, A', sont inclinées du même angle a, sur les droites BD, CD* 

La question 258, proposée par M. Gatalan, généralise d'ailleurs la ques- 
tion précédente. 
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QUESTION 255 

fiolatlon par J. Ghapron, à Bragelogne. 



Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés et 
qui soit telle que les tangentes^ menées d*un autre points forment 
un angle donné 2a. (Ignacio Beyens.) 

Soient (*) P le point de concours des tangentes, A Tun des 
points donnés, le centre de la circonférence cherchée, 

G l'un des points de contact. Puisque Ton connaît GPO = a, le 
triangle rectangle G PO reate constament semblable à lui-même; 

et le rapport ^r^^ = p— - est connu. Le point fait donc partie 

du lieu des points tels que le rapport des distances de Tun 
d'eux, à deux points fixes A et P, est constant. On sait que ce 
lieu est la circonférence ayant pour diamètre le segment dont 
les extrémités partagent AP dans le rapport donné, etc. 



QUESTION 256 

Holation par M. J. M. Gàlban, élève à rÉcole polytechnique de Madrid. 



Par un point quelconque^ (*), pris sur la base BG d'wn triangle 
isoscèleABCy on élève à cette base une perpendiculaire qui coupe 
AB en B^, et AG en G^. Démontrer que les symétriques dupdnt H, 
par rapport aux milieux respectifs de BB^ et GG^ sont en ligne 
droite avec le sommet A. 

D'après la construction indiquée» les droites qui vont du 
point H aux milieux des segments BB^, GG^ sont parallèles 
aux côtés AG, AB du triangle ; la propriété en question revient 
donc à celle-ci : 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Soil BAC un triangle quelconque ; par un point H, pris 5wr BG, 
on mène des parallèles aux droites AB, AC; elles coupent celles-ci 
CM M, N ; les symétriques W, H" de H, par rapport à M e/ à N, 
sont deux points situés en ligne droite avec le sommet A. 

En effet, MN coupe AH en un point K, milieu de AH ; la 
ponctuelle H', A, H*^ est donc homothétique de M, K, N ; 
puisque les points M, K, N sont en ligne droite, il en est de 
même des points H', A, H", 

Solutions diverses par MM. G. Russo, k GataDzaro ; E. Vigarié ; A. Gilly, 
à Nîmes. 

MM. Boutia et J. Beyens observent que la propriété en question est 
projectlve ; il suffît de remplacer la hauteur considérée par la médiane 
correspondante, si ABC désigne un triangle quelconque; c'est ce que 
prouve aussi la démonstration précédente. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



293. — Résoudre les équations : 

(2CC + 6 + c){2X + c + a){2X -\- a -h b) 

(1) + (a; 4- a){x + b){x + c) = o. 
i{x 4- a)(ic + h){x -h c) 

(2) -f- (a; + 6 + c — a){x + c + a — h){x -+- a + 6 — c) = o. 

8(a5 + 6 + c — a)[x -h c + a — b){x + a + 6 — c) 

(3) + (a; + 3a — 6 — c)(a;4-36 — c — a)(a; + 3c — a— 6) = o. 
et trouver la clef qui permet de former, en nombre indéfini, 
les équations du même genre. (G, L,} 

294. — On donne un cercle 0, une corde fixe AB, et une 
corde CD de longueur constante, mais de position variable. 
On trace AG et BD, qui se coupent en S. Démontrer que le lieu 
du points, et celui du centre du cercle circonscrit au triangle 
SGD sont deux figures égales. (M. Fouché.) 

295. — Soient a, p, y trois circonférences deux à deux 
tangentes aux points Â, B, G, (A étant le point de contact de 
p et de Y> etc.). 
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Les droites GB, AB rencontrent p en des points P et Q; 
démontrer que PQ passe par le centre dô p et qu'elle est 
parallèle à la ligne des centres des cifconférences a et p, 

( Mayon, professeur au collège de Blois.) 

296. — Soient un triangle équilatéral ABC et une circon- 
férence concentrique : tous les triangles dont les sommets 
sont les projections^ sur les côtés de ABC, d'un point mobile 
sur cette circonférence ont même angle de Brocard. 

(J. Neuberg.) 

297. — Étant donnés, dans un même plan, deux triangles 
ABC, A'B'C, trouver trois masses a, p, y, telles que si on les 
applique, soit en A, B, G, soit en A', B', G', elles aient le même 
centre de gravité. (J. Neuberg,) 

298. — Si deux triangles sont symétriques par rapport à 
un point, les transversales réciproques des côtés de l'un, par 
rapport à l'autre, sont concourantes. (d'Ocagne,) 

299. — Par un point M du plan du triangle ABG mener les 
deux transversales réciproques qui passent par ce point. Dans 
quelles régions du plan doit se trouver M, pour que la solution 
soit réelle. (E. Lemoine.) 

300. — Dans un triangle ABC mener deux droites réci- 
proques parallèles: l'une, à une direction donnée; l'aulre, à 
une autre direction donnée. (E. Lemoine.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPRIMBRIB CëNTRALB DES GHBM1N OB FBR. — lUPRIHBRIB CHAIX. 
RUB BEROBRE, 20, PARIS. — 20124-0-8. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIîàs 241 



DIVISIBILITE D'UN NOMBRE ,j 

PAR LE PRODUIT DE NOMBRES PREMIERS, FORMANT 

UN GROUPE DÉFINI 

Application à la détermination des facteurs premiers, 
diviseurs d*un nombre donné.) 

Par M. Ijoir* 



Proposons-nous de diviser un nombre N, dont p représente la 
tranche de ses centaines, dizaines et unités, par un groupe de 
nombres premiers, donnant un produit terminé par oo i . Ainsi : 
7.11.13=1001, 3. II. 17. 41= 23ooi, 

9. 17. 19.43 = i35ooi, 3.47.461 = 65ooi; 

3.23.29 = 2001, 7.53.241 = 87001. 

9. II. 29.31 = 89001, 3. 59.113 = 20001, 

7.37.139 = 36ooi, 7.9.53.59 = 197001, 



x.y.z.u = Sooi. 
Du nombre N, on retranche le produit de p. par le groupe 
choisi. Soit D la différence. On a 

N — p{x.y.z.u) = D. 
Si N est divisible par {x.y.z.u), D le sera aussi. Récipro- 
quement, si D est divisible par (a?.j/.z.u) N le sera. D pourra 
être un nombre négatif; quand N aura une valeur plus petite 
que p (x.y.z.u). 

Soit p' la tranche des mille (centaines, dizaines et unités) 
du nombre D. Nous poserons 

D — p'{iooo){x,y.z^u) = D'. 
D étant divisible par (x.y.z.u), D' le sera. 
Réciproquement, si D'est divisible par (a;.j/.j3.u)D lésera; 
et, par suite j N. 

Soit p" la tranche des millions (centaines, dizaines et 
unités), du nombre W. Nous poserons 

D' - f{ioooy{x. y. z,u) = D''. 
Puisque D' est divisible par {œ.y,z.u),D'' le sera. Récipro- 
quement, si D" est di visible par ces facteurs, D', D et N le seront. 

lOUANAL DE HA TU. ÉLÈU. — 1S88. 10 
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On opérera de même, sur les diflereiices successives tjue Ton 
obtiendra, jusqu'à ce que Ton ait épuisé le nombre N. 

Une de ces diflRérenees étant divisible par (x.y.z.u), ou 
bien la dernière étant égale à zéro, les différences antérieures, 
en remontant, et par conséquent le nombre N, seront divi- 
sibles par (x.j/.^.ii). 

Nous avons dit que la différence D est négative, si Ton a N 
plus petit que p{x.y,z.u). Dans ce cas, les différences succes- 
sives D', D', D''... seront alternativement positives, négatives. 
Montrons d'abord que D' sera positive. L'égalité qui donne 
D', puisque i ooop' est négatif, deviendra 

D 4- p'iooo(a?.j/.a.u) = D'. 
Ajoutons cette égalité à la première 

N — p(x y.z.u) = D; 
En simplifiant, on aura : 

N + {x.y.z,u)(îooop' — p) = D'. 
Mais comme j9 etp' sont compris entre looo et i, la paren- 
thèse est positive, donc D' est positive. 

Je dis que la différence D'' sera négative. En effet, ajoutons 
les égalités qui donnent D, D', D" ; 

N — p(x. y.z.u) = D, 
D 4- looo p\x. y.z.u) = jy, 
D'— looo* p"{x.y.z.u) = J)\ 
il viendra après simplification : 

(N — p{x. y.z.u)) — iooo(aî.t/.jï.tt)(iooo p" — p')=D". 
Par hypothèse, le terme N — p{x.y.z.u), du premier mem- 
bre, est négatif; la parenthèse du second terme est positive» 
donc D" est négative. 
Ainsi de suite pour les autres différences. 

Quotient du nombi'e N par le produit des facteurs du groupe 

considéré. 

Reprenons la suite des égalités précédentes : 

N — p{x. y.z.u) = D, 

D — looop'ix. y.z.u) = D', 

D' — looo^p'ix. y.z.u) = D", 



D„_i = K.iooo'^{x. y.z.u). 
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En ajoutant, on aura : 
N — (« y,z.u)(j) 4- ïooojo' -\- iooo^p'\..) -h (a?.y.2f,u)K.iooo**; 

d'oîi: 

N 

= p-h IOOOp'+ IOOoVh-.., +K.IOOO'*. 

x.y.z.u 
Si la dernière différence était nulle (K étant égal à zéro), le 
quotient serait 

= J9 4- lOOOp 4- IOOO*p — 



• • • 



x,y.z,u 

Si la dernière différence était, seulement, divisible par 

deux facteurs du groupe, par exemple (z.u); cette dernière 

différence deviendrait iooo'*K.(^.w); D'après ce que nous 

avons vu^ N serait divisible par (z.u), et Ton aurait 

N 

= (x.yMp + looojt)' -h ïooo^p'' + . . .) -h K. 1000". 

z,u 

Dans cette égalité, le facteur K peut être négatif. 

Règle pratique. — Afin de formuler une règle pratique, 

revenons à Tégalité 

N— pSooi =D. 
On peut récrire ainsi 

(N — p) — pS. 1000 = D. 

La seconde égalité : 

D — lOoop'Sooi = D', 

deviendrait (D - 1000/) - p'S. looo^ = D'. 

On sera donc conduit à la règle suivante : 

Supprimer, du nombre donné N, la tranche de ses centaines, 
dizaines et unités, puis soustraire, des mille du nombre N^, le 
produit, de la tranche supprimée, par le nombre S. 

Opérer de même sur le nombre D; c'est-à-dire, supprimer 
la tranche d^'S mille (centaines, dizaines et unités) de D; 
puis soustraire, des millions de D, le produit de la tranche 
supprimée, par le nombre S. 

On continuera jusqu'à Tépuisement de N. 

Si la dernière différence est nulle, le nombre N est divisible 
par tous les nombres premiers du groupe employé. Son quo- 
tient, par le produit de ces facteurs, sera donné, en plaçant, 
les uns à côté des autres, les chiffres des tranches supprimées, 
en commençant par ceux de la dernière. 
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Si la différence n**™«, à laquelle on s'arrête, n'est pas zéro, 
il sera facile de trouver les facteurs, du groupe employé, qui 
la divisent. Le nombre N contient ces mêmes facteurs ; son 
quotient, par leur produit, s'obtient en multipliant, par les 
nombres premiers du groupe (non trouvés dans la différence 
essayée), le nombre formé avec les tranches supprimées, 
placées les unes à côté des autres; puis on ajoute ou on 
retranche (suivant le signe de K), le produit de looo** par 
ce multiple, K, des facteurs de cette w^^"® différence. 

On reproduira la série des mêmes opérations, sur le quotient 
du nombre N, par les facteurs, du groupe employé, qui se 
divisent : soit avec le même groupe, pour reconnaître si les 
nombres déjà trouvés sont encore diviseurs du nombre N; soit 
avec de nouveaux groupes, afin d'achever la division ; en 
ayant soin, à chaque nouvel essai, de prendre pour dividende, 
les divers quotients obtenus successivement. 

Le dernier quotient renfermera les facteurs 2 ou 5, avec les 
nombres premiers, non compris dans les groupes dont on a 
fait usage. Ces nombres premiers feraient, du reste, toujours 
partie de groupes semblables, faciles à former, et l'on serait 
alors à même de constater leur présence, en essayant la suite 
des nombres premiers, les uns après les autres. 

Nous allons, maintenant, développer quelques applications 
numériques des idées précédentes. /^ suivre. ) 

■ 

SUR LE PREMIER CERCLE DE LEMOINE 

Par M. lÊmile Wigarié. 



1. Définition des cercles de Tucker. — Ces cercles 

sont susceptibles de plusieurs définitions (*). 

(*) J. Neuberg. Noie sur le centre des médianes antiparallèles [MalhesiSy 
1881, pp. 185-190). 

Sur les cercles de Tucker (reprint, vol. XLIII, 1885, pp. 81-85). 

Équation générale des cercles de Tucker (J. S. 1886, p. 241). 

E. Vigarié. Propriété générale des cercles de Tucker (J. E. 1886, 
pp. 195-198,222-227). 

E. Lemoine. Association française, Congrès de Lyon, 1873, p. 93, XI f. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 245 

1*^ Si un triangle A'B'C est homothétiqae avec le triangle 
de référence ABC, et que le point de Lemoine K soit le centre 
d'homothétie, les côtés des deux triangles se coupent en six 
points D, D', E, E', F, F' situés sur une même circonférence 
appelée, par M. Neuberg, cercle de Tucker; c'est avec cetto défi- 
nition que les cercles ont été rencontrés, pour la première fois, 
en 1873, par M. E. Lemoine. 

2° Ces mêmes points résultent de Tintersection des côtés de 




ABC avec les côtés d'un triangle kr&^C^ dont les sommeti 
sont sur les symédi ânes et dont les côtés sont parallèles aux 
côtés du triangle orthique, c'est-à-dire sont antiparallcles aux 
côtés de ABC. 
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8<» Ce sont aussi les sommets de deux triangles DEF, D'E'F' 
semblables à ABC, et dont les côtés font le même angle cp avec 
les côtés de ÂBG. 

fEl = DFB = EDC = E/Vk = C^FG = ¥"^3 = cp. 
4® Si û et Ûi sont les deux points direct, et rétrograde, de 
Brocard du triangle ABC, Û ayant pour coordonnées normales 

h /* n 

-f -y 7 et étant tel que les angles ÛAC, ûBA, ûCB sont 
c a h ^ ^ 

égaux; si, de plus, nous appelons avec M. Neuberg, faisceaux 

de Brocarda les groupes de droites (ûA, ÛB, ûC)(ûiA, Û^B, ûiC), 

Ton peut énoncer, comme il suit, un mode de génération des 

cercles de Tucker. 

Si Ton fait tourner les deux faisceaux de Brocard autour de 
leurs centres d'un même angle [jl, mais en sens contraire, chaque 
rayon des faisceaux rencontre le côté dont les deux sommets 
sont : lesommet d'où part le rayon et le sommet qui la suit dans 
le sens de la rotation du rayon, en six points d'un cercle de 
Tucker. 

L'équation générale des cercles de Tucker en coordonnées 
normales est: 

6«c« Va* / 

L'interprétation de la valeur de X qui correspond aux 
quatre modes de génération que nous venons d'indiquer est : 

(a« + 6« + c*)AK 4S cotg û> 
en appelant e^ le rapport d'homothétie de A'B'C et de ABC, (o 
l'angle de Brocard et S l'aire de ABC. 
20 ^ ^ 2AA- ^ 2(r ^ g 

(a* H- 6» -h c»)AK 4S cotg w ' 
en appelant A'" l'intersection de AK et de B'C, e, le rapport 
d'homothétie de A^B'C'etdu triangle formé par les tangentes 
en A, B, C au cercle circonscrit. 

I 



X = 



2S(cotg 9 + cotg (o) 



40 X = , .^^^^ -. où n* = v/6'c« + a«(5* 4- a*6* • 

n" sin ({A + (I)) 
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2. Cas partictiliers des cercles de Tucker. — l^" Si 

ej diminue jusqu'à zéro, les trois côtés du triangle A'B'C se 
réduisent aux trois parallèles menées, par le point de Lemoine, 
aux côtés de ABC; les points D, E, F, D', E', F', sont alors 
sur un cercle L^ appelé : premier cercle de Lemoine. - 

2® Si ej diminue jusqu'à zéro, les côtés de A'B'G' se réduisent 
aux trois antiparallëles aux trois côtés, menées par le point de 
Lemoine. Chacune d'elles coupe alors les deux autres côtés en 
deux points F et E', D et F', E et D'. Ces six points appar- 
tiennent à un cercle qu'on appelle : second cercle de hermine. 

3® Si A'B'C devient le triangle A complémentaire du triangle 
orthique, A étant obtenu en joignant deux à deux les milieux 
des côtés du triangle orthique ; alors, D, E, F, D', E', F' 
deviennent les projections orthogonales sur les côtés de ABC, 
des pieds des hauteurs. Ces points sont sur un cercle, appelé 
cercle de Taylor. 

Ce sont là trois cas intéressants que nous allons étudier. 

PREMIER CERCLE DE LEMOINE 
Bibliographie. 

E. Lemoine. — 1® Sur le centre des médianes antiparallèles 
(A. F. Lyon, 4873; Lille, 1874; Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, 1873, p. 264). 

2« Question 192 {Mathesis, 1882, p. 230). 

3** Sur les antiparallëles aux côtés d'un triangle ( Mathesis, 
1884, p. 202). 

J. Neuberg. — 4® Note sur le centre des médianes antiparal- 
lëles {Mathesis, 1881, p. 185 et 190). 

50 Sur les cercles de Tucker (Reprint, vol. XLÏII, 188S, 
p. 81-85). 

6** Équation générale des cercles de Tucker (J. S. 1886, 
p. 241). 

R. Tucker. — 7<>The triplicate ratio circle [Quarterly journal 
ofjmre and applied mathemalics, vol, XIX, n®76, 1883, pp. 342- 
349). 

8® A group of circles {Quarterly journal, vol. XX, n° 77). 

9® The triplicate ratio circle {Appendix to the Proceedings of 
the London Mathematical Society y vol. XIV, n^ 214). 
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H. Brocard. — iù^ Nouvelles propriétés du triangle (à. F. 
Rouen, 1883 ; J. E. 1883). 

J. Gasey. — 11® ALppendix of the London Math. Society, 
vol. XIV, no 214. 

12* A Treatise m conic -cédions (1885, pp. 34, 104, 107, 304). 

13* A Sequel to Euclid (4« édition, 1886, pp. 178-181). 

H, M. Taylor. — Relations of the intersections of a circle 
with a triangle [Proceedings of the London Math. Soc vol. XV, 
no 222, 223, pp. 112-139, février 1884). 

T. G. SiMMONS. — 150 Gompanion to the weekly probleni 
papers, by Rev. J. J. Milne, 1888, pp. H2-120. 

/jC premier cercle de Lemoine L| a été signalé, ainsi que nous 
l'avons dit, pour la première fois par M. Lemoine (1873); puis, 
étudié par M. J. Neuberg (1881). M. Tucker ne connaissant 
pas les travaux précédents publia sar ce sujet (1883) une fort 
intéressante étude; depuis cette époque, le cercle L^ a été 
Tobjet de nombreux Mémoires. 

3. — Désignons par Bo, Ca les intersections avec BA et CA 
de la parallèle à BG, menée par le point K de Lemoine ; 

Par Gb, Ab les intersections avec GB et AB de la parallèle 
àGA; 

Par A«, Bc les intersections avec AG et BG de la parallèle 
àAB; 

Nous savons que les six points Ba, Ga, Cb, Ab, A^, Bc sont sur 
le premier cercle de Lemoine. De ce que le premier cercle de 
Lemoine est un cercle de Tucker, on conclut (*) immédiate- 
tement que : 

1® Son centre est au milieu de la droite KO qni joint le point 
de Lemoine au centre du cercle ABC, c'est-à-dire qu'il est 
concentrique au cercle de Brocard. 

2® Les longueurs AbAc, BcB^, GaCbSont égales, leur longueur 

commune est 

abc 

o* -h 6' -h c* * 
30 Les triangles AcBflGb, AbBcG«, semblables à ABG, sont égaux; 

(•) Voir propriétés générales des cercles de Tucker (J. E. 1886, pp. 195. 

198 ; 222-227). 
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de plus l'angle 9 que leurs côtés forment avec les côtés homo- 
logues do ABC, est égal à Tangle w de Brocard; en effet, si Ton 
se reporte aux valeurs de X données précédemment pour les 
diverses définitions des cercles de Tucker, on voit en égalant 
la première et la troisième et en observant que nous avons 
ici AA' = AK : 

I _ I 

O* -h 6* H- C" 2S(C0tg <p 4- COtg (O) ' 

, 4S 

mais : cotff w = • -7 , 

d'oîi cotg <p = cotg (0. 

4<» Les triangles ABC, AcB^Cb ont un point de Brocard com- 
mun et même angle de Brocard; le point rétrograde de ABC 
Ûj est le point direct de A^B^ Ct, c'est-à-dire que Ton a ; 

De même, ABC, AbBA sont tels que le point direct de ABC 
est le point rétrograde de AtBcCa. 

5« Le point de Lemoine est le centre radical des cercles 
CBA^Ab, BACaCbt ACBaBc. 

6® Le premier cercle de Lemoine et le cercle circonscrit ont 
pour axe radical la ligne de Pascal (*) du premier hexagone 
de Lemoine, cette droite est la polaire du point de Lemoine 
par rapport au premier cercle de Lemoine ; elle est perpendi- 
culaire à KO, c'est-à dire parallèle à la droite de Lemoine; son 
équation est 

x(b^ + c') X V z i 

a a b c 2^ 

sous une forme non homogène en x, y^ z. 



2 



4. — On trouve facilement, en posant w* = a* 4- 6* 4- c' • 

CU = ^; BB.= ^; BA= ^î CB. = ''("' ^ ^') ; 
m' m* m* m* 

m* 

et les expressions analogues pour les autres côtés. 



r) M. J. Casey appelle premier hexagone de Lemoine le polygone ayant 
pour sommets les points d'interscclion du tiiangle ABC avec le premier 
cercle de Lemoine U Sequel io Euclid 4886, p. 180). 

JOURNAL DE flATU. ÉLKM. — 1838. 10. 



L'égalilé BcCb = , 
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m* 

montre que : les cordes interceptées, par le premier cercle de 

Lemoine, sur les côtés du triangle ABC sont proportionnelles aux 

cubes de» côtés (*). 

Le rapport d'homothétie des deux triangles AcBaCb (ou AbBcCa) 

n* 
et ABC est — • On en déduit immédiatement les côtés, le 

m} 

périmètre, la surface, etc. des triangles AcBaCb, k^SXi, 
En appliquant les formules précédentes, on conclut que : 
Lai somme des aires des triangles A. ktkcy BBaBc, CGbCa cstéqui^ 
valente à laire des triangles A«BaCb, AbBcGa. 

Oji trouverait facilement le périmètre du premier hexagone 
de Lomoine, son aire, etc. 

Si Ton joint le point de Lemoine K à tous les sommets du 
premier hexagone de Lemoine les bix triangles qui ont K pour 
sommet et pour base un des côtés dô Thexagone, sont sem- 
blables à ABC. 
M. Lemoine nous a communiqué le théorème suivant : 

La conique inscrite au premier hexigone de Lemoine a pour 
équation S v/a(b' -h c*)a; = o ; son centre a pour coordonnées : 

m« -h a* m* 4- b« m* + c* , , , .. ,., , i ^ -. 

> î ? ; c est-a-dire au il est sur la droite 

a b c ^ 

qui joint le barycentre au point de Lemoine ; le point de Gergonne 

de cette conique, a pour coordonnées —r- T^^etc, c'est Vinverse 

^ '^ a(b* -h c*) 

du milieu de la ligne qui joint les points de Brocard. 

6. -- Équation du premier cercle de Lemoine L^. 

1 

— C'est le cercle de Tucker pour lequel on a X = — (voir§i). 

fil 

M. Tucker a donné son équation sous la forme ; 

2a'</3 — Sabc tgo) — abc^x* = o 

(*) C'est cette propriété qui a suggère à M. Tucker Tidée de donner au 
dremier cercle de Lemoine, le nom de triflicate ratio circte, et c'est, pour 
ce motif qu^on le désigne en Angleterre io plus souvent par les lettres 
« T. R. » 
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qui, rendue homogène, est 

"La^yz 4- R tg «(Saa)^ — aftcSos* = o. 
On sait que le demi pelit axe et le demi grand axe de 
l'ellipse de Brocard sont, respectivement : 

2R sin' (0, R sin w; 
et son excentricité 

/ • • \T COS 3(0 

e = (i - 4 sin* 0))', ou £* = • 

COS (1) 

Cela posé, si Ton observe que 

a* 4- 6* 4- c* 

I + e» = . 

que le rayon p du cercle de Brocard est 

Re 

^ 2C0S(0 

en appelant pj le rayon du premier cercle de Lemoine, on a : 

R» 
Pi = 3~+~I^' ®* ^ ^ P*^' 
p* COS 0) = pf COS 3i») et 3pf -h p» = R*. 
Soient A', B', G" les intersections de AbCa et kfia de BcAb et 
BaCb, de GaBc et GtAJ. Les deux triangles C'C^Bc, G'CaAc étant 
homothétiques et le rapport d'homothète étant 

GbBç ^ g» 

CaAe""6«' 

or? /i^^ 

on en conclut que Téquation de GG' est — = 7g etc. et par suite 

que les trois droites AA', BB', GG' se coupent au point Dj : 
o^,6',c•^ Les deux triangles ABG, A'B'G' sont donc homologiques 
et ont pour centre d'homologie le point inverse du point D 
premier centre d'homologie de ABC et du premier triangle de 
Brocard ; on peut encore dire que Dj est le pôle de Ûû' par 
rapport au cercle de BrocarJ. 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G. de liongehamps* 

(seconde partie) 

(5«t/c, voir p. 217.) 






101. Le tir sur le but partiellement invisible (*). 
— Nous examinerons d'abord le cas particulier oîi, un point B 
étant visible, on veut tirer sur un but invisible : 2, 4, 8,. . fois 
plus éloigné du centre de la batterie que le point B. La propriété 
sur laquelle nous allons nous appuyer a été déjà signalée 
(Première partie, § 128); mais nous allons la rappeler et la 
démontrer. 

Prenons, dans le voisinage de 0, un point M tel que 0MB 
soit un angle droit; prolongeons MO d'une longueur égale 

OM', puis élevons à 
MM', en M', une per- 
pendiculaire qui ren- 
contre en A la perpen- 
diculaireàOB,au point 
0. Si, de M, on vise le 
Fig. V3. point A, la perpendi- 

culaire MG, à AM, va couper OB en G. Cela posé, on a OG = 2OB . 
Pour le démontrer, observons que les triangles M BC, MO A ont 
leurs côtés perpendiculaires deux à deux; ils sont donc sem- 
blables, et nous avons 

^^ MB OM 

(*) Pour qu'un but soit bien déterminé, il faut qu'il soit visible de deux 
points au moins, pour Tobservateur qui se déplace sur le terrain accessi- 
ble. SUl n'est visible que d'un point seulement, nous traduisons ce fait, 
faute d'une expression meilleure, en disant qu'il est partiellement invisible. 
Enfin s'il arrive que le but ne puisse être aperçu, quelle que soit la posi- 
tion que peut prendre l'observateur, hypothèse examinée plus loin, nous 
dirons alors qu'il est complètement invisible. 
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D*autre part, les tfiangles rectangles 0MB, OM'A sembla- 
bles, eux aussi, donnent 

^^ OA "~ OM' ' 

En comparant les égalités (1) et (2) et en observant que 
OM' = OM, on voit que 

BG = OB. 

Ainsi, les projectiles d'une batterie placée en M, dont le iir 
serait dirigé perpendiculairement à MA, comme Tindique la 
figure iraient frapper un but invisible, situé en C, point sj mé- 
trique de par rapport à B. 

En opérant avec MG, comme nous l'avons fait avec MB, on 
pourrait régler le tir d'une ou de plusieurs batteries dont les 
feux convergeraient vers un but C', invisible, et toi que 
OG' = 4OB. etc. 

Dans cette construction, il n'est pas inutile de le remarquer, 
B sert uniquement comme point de visée ; il peut être très 
éloigné de 0. Mais les alignements nécessaires à la détermi- 
nation de MG portent uniquement sur les points M, M', A, qui 
peuvent être aussi rapprochés de que l'on voudra. 

102. La solution par la fausse équerre. — Le but 

est p'acé en B ; on le suppose visible, du point A, mais on 
admet que, pour des raisons diverses, dans le détail des- 
quelles il est inutile d'entrer ici, on veuille placer la batterie 
en un certain point G différent de A. Dans ces conditions, 
on propose de déterminer la ligne de visée GB. 

Dans la partie du terrain qui est accessible, jalonnons 
une droite A ; et, après avoir relevé l'angle BàG avec la 
fausse équerre, cherchons, sur A, le pointM d'où l'on voit BG 
sous un angle BMG = BAG. Revenons au point A ; et, avec 
la fausse équerre, relevons maintenant l'angle BAM. L'in- 
strument donne, en même temps, un angle a supplémentaire 
de BAM; c'est celui-ci que nous allons considérer. Ayant 
transporté la fausse équerre en G, visons le point M avec 
une des branches de l'instrument; l'autre branche, celle qui 
est inclinée sur la première de l'angle a, détermine la direc- 
tion inconnue. 
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Il exîele, il est vrai, deux droites partant de C et f 

aTCcCUl'angleaer question; mais, dans lapratique, cette ambi- 
gu ité ne saurait exister 
parce qu'on saitde quel 
eOté par rapport à CM, 
ietrouvelebut invisible. 
Pour mesurer la dis- 
tance CB, on pourrait 
déterminer d'abord les 
distances ÂB, MB, 
comme nous l'avons 
indiqué précédemment 



Fig. Xli. 



(chap. IV) ; puis, on appliquerait le théorème de Ptolémée au 
quadrilatère BAMG. Mais ce procédé serait beaucoup trop 
long; il est préférable d'opérer de la manière suivante. 

Ayant relevé l'angle BGA, ce qui est possible puisque la 
direction de GB est maintenant connue, on tire ua alignement 
CD, do toile sorte que MCD = BDA. Le quadrilatère BGMA 
étant iuscriptible, GMD = ABG; les Iriangles ABC, MCD sont 
Jonc semblables, et l'on a 

BC = MC.^. 

103. La solution par les alignements. — Le but, 

placé en B, est supposé visible des points A, G; il est au con- 



Pig. 275. 
traire invisible de M, point situé sur AG et l'on veut établir 
la ligne de visée qui, partant de M, aboutit au point B. 
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Dans la partie des alignements AB, GB, qui est accessible, 
on prend : deux points P, Q et Ton effectue la construction indi- 
quée par la figure. On trouve ainsi un point R; MResl la ligne 
cherchée. 

Pour établir, en peu de mots, ce théorème; formons la pers- 
pective de la figure 275, de ^^. 
façon à rejeter à l'infini la /^ v ^"^ 
droite AMG; nous obtenons / y/^T^ 
alors la fig. 276 ; aux qua- / y^/^^ / 
drilatères BQSP, HSKR, cor- / y^7 / 
respondent les parallèle- //^ y^^/ / 
grammes B'Q'ST', H'S'K'R' ; ^ .-^"Vx 
aux droites QH, PK, les par- /y /y 

allèles Q'H', P'K' et il faut y.^ /- v 

démontrer que B'R' est pa- ^ig^ V6. 

rallèle à la direction commune des droites Q'H', P'K'. 

En effet, les triangles semblables Q'S'ff, P'S'K' donnent 

S'K' S'Q' 



ou 



S'P' S'H' 
H'R' Wl 



B'Q' Ql 

Dans le triangle B'IR', Q'H' partage les côtés en IR', IB', 
en segments proportionnels; Q'H' est donc parallèle à B'R'. 
La construction indiquée plus haut se trouve ainsi justifiée. 

Si nous revenons à la figure (27ô), on peut demander de 
calculer la longueur MB. A cet effet, on pourra considérer le 
triangle ABC et les droites AD, CE, BM qui, dans ce triangle 
concourent en R. Le théorème de Gergonne (première partie, 
§ i) donne 

MR DR ER _ 

MB "^ DA "^ EC "" ' • 
A Texceplion de MB, toutes les longueurs qui entrent dans 
cette égalité peuvent être obtenues par des chaînages; on 
pourra donc calculer la distance inconnue qui sépare, du but, 
la position de la batterie. 

104. La solution par Téquerre ordinaire. — Dési- 
gnons toujours, par B, le but qui n'est pas visible du point M 
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OÙ Ton veut établir la batterie. Choisissons, dans les régions 

accessibles, deux points A, C d'oUron aperçoit BM sous des 

angles droits; les angles 

CMC, A'MA, MG'R, 

MA'R étant droits, MR 

représente la ligne do 

visée. 

B**V---- <c ii^V-^M En effet, nous avons 

G'MR = G'A'R' = MAC 

= MBG = G'MB : 

les trois points M, R, B 

^^' ^^' sont donc en ligne droite. 

Quant à la distance MB, on peut la calculer en observant 

que les deux quadrilatères MABG, MA'G'R sont semblables ; 

MG 
on a donc MB = MR.ttt;;; • 

^^ (A suivre,) 




CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Emmerich, à Mûlàcim-sur-Ruhr 

(Prusse), 

... Voici quelques théorèipes se rapportant à la nouvelle 
géométrie du triangle; leur démonstralion ne sera peut-être 
pas sans intérêt pour les lecteurs de votre estimé journal. 

1 . Étant donné un triangle ABC, si l'on construit un triangle 
PQR avec PQ = a hin B, QR = c sin G, angle PQR = tc - G ; 
Vangle R sera égal à t angle de Brocard du triangle ABC. 

A. L. Crello. — Voir : Ueber einige Eigenschaften des ebenen geradlinigen 
DreiecksrucksichUi<^ dreier durchdie Winkelspitzén gezogenen geraden Linimi^ 
Berlin, 1816. — On trouve, dans ce livre, une étude du premier point de 
Brocard et les formules célèbres 

cotg (o = cotg A H- cotg B + cotg G 
coséc w* = coséc A> + coséc B* + cosêc C*. 

2. Le triantjle formé far les centres des cercles qui passent par 
deu i sommets d*un triangle àBG et par Cun des points de Brocard 
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(disons par Q) est égal à un triangle dont les côtés passent par les 
sommets du triangle primitif et qui forment des angles égaux à 

^Tu avec Au, Bû, Gû, du même côté que celui oit est situé Vangle o). 

C. F. A. Jacobi. — Voir : De triangulorum rectilineorum proprietalibus, 
quibusdam nondum satis œgnitis. Numburgi, 1825. — Programme scolaire 
qui continue les études commencées par Grelle et Feue?bacb. 

3. Les cercles tangents à AB et AG en A passant respective- 
ment par G et B, coupent BG en D et Û'. Les droites AB, AD, 
AD', AG forment un faisceau harmonique lorsque 2 a sin 2 A =.- ha. 

A. Wiegand. —YoÏTiEinmathematisches Themaaus derSchuk, Halle, 1854. 

4. Les droites AB, Au, Au', AG forment un faisceau harmoni- 
que lorsque a* = 2b'c*. 

G. Emsmann. — Voir : Ueber einen merkwûrdigen Punkt im Dreiecke, 
Halle, 1855. — Étude des points de Brocard qui contient, entre autres, les 
expressions de Au, Au', ÛQ' et des angles de Ûû' avec les côtés, en 
fonction des côtés. 

Extrait d'une lettre de M. A. Poulain. 

... Du reste, je ne suis pas étonné que tout le monde s'em- 
brouille dans ces formules relatives aux points de Brocard 
(voir J. E., 4888. p. 51 et suivantes). Gela tient à une situation 
qui est peut-être inextricable. Il y a un des deux points qui 
doit s'appeler direct, si on le définit par rapport au point de 
Lemoine, car alors les mouvements se font de A en B. Mais, 
par malheur, si on le définit par ses angles o), c'est juste le 
contraire. Ge qui complique l'affaire, c'est que le mot positif 
correspond à rétrograde, ce qui renverse les habitudes; et que 
le point qui est le plus important, comme étant le premier 
défini (par ses angles), s'appelle rétrograde; or, on est habitué 
à reléguer au deuxième rang les grandeurs rétrogrades... 

Nota. — Les observations précédentes sont fort justes, mais la situation 
que nous signale ici M. Poulain, n'est pas, heureusement, inextricable. 

La terminologie doit, à notre avis, se rattacher aux expressions des 
coordonnées des points que Ton y considère ou aux équations des élé- 
ments (droites, cercles, courbes remarquables, etc..) associés au triangle 
de référence. Je reviendrai, d'ailleurs, sur ce sujet, dans le prochain 
numéro, à propos dMne autre note de M. Poulain. 

Pour la dénomination des points de Brocard, c'est M"* Scott (loc. cit, ; 
p. 54), qui me paraît avoir proposé les termes les meilleurs. J'expliquerai 
les raisons de cette préférence, en peu de mots. 
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Si Ton considère les trois lettres 

(1) A, B, G; 

ridée fondamentale de la géométrie Brocardienne, abstraction faîte d*une 
particularité sur laquelle je reyiendrai tout à Theure, consiste à effectuer 
sur ces lettres une permutation circulaire; ce qui donne le tableau : 

(2) B, G, A; 

(3) G, A, B. 

Par exemple, si A, B, G, désignent les coordonnées d'un point M» on 
obtient ainsi deux points associés M% M'', dont les coordonnées sont 
respectivement représentées par (2) et (3). 

G'est ainsi que, en partant du point a-^ 6-', cr' {coordonnées harycen' 
triques)^ réciproque du point de Lemoine, on a deux points 

(4) b-\ c-\ a-' 

(5) c-\ ar\ fr-> 

qui doivent être dénommés premier point de Brocard^ pour [4) ; et second 
point de Brocard^ pour (5). 
De môme, si l'on considère un élément (droite, cercle, etc..) représenté 

par 

AA,B, G) = o; 

le premier élément Brocardien, associé à celui-ci, correspond à l'équation 

r(B, G,A) = o; 
le second, à 

m, A, B) = o. 

Toute confusion disparaît alors; parce que la permutation circulaire 
détermine sans ambiguïté, quel est le premier et quel est le second élé- 
ment Brocardien. 

Je sais bien, et je reviens ici sur le point que j'ai réservé, qu'on a 
l'habitude, pour définir les points de Brocard, de partir du point deLemoine 

a\ 6», c\ 

Mais, outre que la chose n'est nullement obligatoire, elle n'est pas en 
contradiction avec la convention simple et naturelle que M"« Scott avait 
proposée et à laquelle il me paraît utile de se rallier, si l'on veut éviter, 
dans l'avenir, toute confusion. G. L. 



QUESTIONS D'EXAMEN (*) 

(SAINT-GYR, 1888) 



1. — Démontrer que si, entre les angles À, B d'un triangle, 
on a la relation 

(1) sin — ces' — = sin — cos' — » 

2 2 2 2 

ce triangle est isoscële^ 

(*) Les énoncés de ces questions sont empruntés au recueil : Examens 
d'admission à l'école spédaîe militaire de Saint-Cyr^ publié par la librairie 
GroviUe-Morant, 20, rue de la Sorbonne. 
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La relation (1) peut être mise sous la forme : 

Ai B I 



t«T r=tg 



2 A ° 2 .B 

C08*— COS* — 

2 2 

A\ . B/ . .B 

ou 



«|(,.^.|) = „5(,.^.|) 



On peut encore l'écrire ainsi : 

/ A , B\/ . , „ A , B , A , B\ 
(tg 7 - tg -)(i + tg^- 4- tg«- 4- tg - tg -)=o. 

Le second facteur, égalé à zéro, n^admet que des racines imaginaires ; 
on a donc simplement, 

A B 
et, par conséquent, — = — H- &ir, 

ou, enfin A = B + 2kfz, 

A, B désignant les angles d^un triangle, la seule solution acceptable est 

A=B. 

2. — Vérifier que Ton a 

70 53 447 

On posera 

arctg — =u, arctg^5- = t;, arc tg -r- = m;. 

70 o3 447 

On a donc à vérifier que 

u = v -hw 

ou que tg tt = tg (u H- w;). 

I I 



nr. o or, off^f ' ^^ 447 ^3o 

On a, en efiet, — = — 



70 I 37100 

83.447 

3. —Trouver la somme y des termes de la progression géo- 
métrique 

sin X 4- sin x{2 cos x) 4- sin x{2 cos «)* 4- ... 

La raison 2 cos o; devant être comprise entre + i et — i , il faut supposer 

{x étant plus petit que -1 pour fixer les idées) que x est compris entre 

6o* et 90*. 
Dans cette hypothèse, on a 

sin X sin x 

y = 



1 — 2 cos X 



4 sin ^ 3o H — j sin / 3o \ 

(A suivre*) 



(*) ^fic ty a, veut dire Tare compris entre + r et— - dont la tangente est 

1 2 



égale k a. 



260 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET 

(JUILLET 1887) 



RENNES 



1. —Deux forces P et Q sont appliquées aux extrémités d*un fil mobile 
sur uue poulie fixe. Les deux directions du fil, qui sont aussi celles des 
forces, font entre elles un angle 2a. 

Donner la condition d^équilibre et évaluer la pression supportée par 
l'axe de la poulie. 

2. — Sur une droite indéfinie X'X et à partir d'un point fixe O, pris 
sur cette droite, on porte deux longueurs OA,OB égales aux racines de 
réquation oa?» + 26a? -h c = 0, et deux autres longueurs OG,OD égales aux 
racines de Téquation o'a?» 4- 26'a5 -h o'=0. Soient I le milieu de AB; T 
celui de CD. 

!• Calculer 01 et AB, 01' et CD, 

2* On décrit deux demi-circonférences ayant pour diamètres. Tune AB, 




l'autre CD. On joint les points I et I' au point de rencontre M des deux 
demi -circonférences. Etablir la formule : 

265' --ac' "-ca' 

COS IMl' r= 

2>/6»— ocv/6'* — fl'c'' 
3» Trouver la relation qui existe entre a, 6, c, a', &', c', pour que l'angle 
IMr soit droit; et, dans ce cas, prouver géométriquement que Ton a la 

relation ÏB* = IC X ID. 

CAEN 

1. — Démontrer que, dans tout angle trièdre, une face est plus petite 
que la somine-des deux autres. 

2. — Calculer la valeur des poids égaux d^une machine d^Atwood, sa- 
chant que, sous Taction d*un poids additionnel de 3^% l'espace parcouru 
dans les deux premières secondes a été 1",367. — On prendra ^ = 9",8. 

3. — Etant donné un triangle ABC dont on connaît les trois côtés a, 6,c : 
sur le côté BC et son prolongement, on prend deux points M et N, tels 

que 77^ = --— = - . Calculer, en fonction de o, 6, c,jo et ç,les longueurs 
MC M t< 9 
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MB, MG, NB, NG, AM, AN, ainsi que le cosinus de Tangle M AN. — 
Vérifier les formules en y faisant d'abord - = 1 puis ^ = t • 
Énoncer les théorèmes de géométrie auxquels on sera conduit. 



QUESTION 25y 

Violation par M. H. Gillt, à Nîmes. 



Par le centre d'un cercle G (*), on fait passer une circonfé- 
rence quelconque G', de centre 0'. On mène, au cercle G, une 
tangente qui coupe le cercle G' au^ points A et B. Démontrer que 
les secondes tangentes, menées des points A et B, au cercle G, se 
coupent sur la ligne des centres 00'. (d'Ocagne.) 

Soit A' le point oii la tangente, issue de B, coupe G'. 

La droite BO est bissectrice de ABA' ; par suite, les arcs OA, 
OA' sont égaux. Les points A, A' étant situés symétriquement 
par rapport à la ligne des centres 00', les tangentes au cer- 
cle G, issues de ces points, se coupent sur la perpendiculaire 
abaissée de sur AA', c'est-à-dire sur la ligne des centres 00'. 



QUESTION 265 

l^oluCion par M. Lavieuyille, professeur au Gollège de Dieppe. 



Si quatre points A, B, G, D rangés sur une droite, dans l'or- 
dre indiqué par les lettres, sont conjugués harmoniques : dési- 
gnant le milieu de GD, on a: 

(A) OB.AG.AD = OA.BG.BD (G. L.) 

Les quatre points A, B, G, D formant une division harmo- 
nique, on a 

(*) Le lecteur est prié de faire la flgUre. 
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^^ AB"AG"*"AD~ AG.AD "AG.AD 



2 I I BD - BC 2OB 



et 

^^^ BA ~ BG BD ~ BC.BD ~ BC.BD 

En comparant (1) et (2), on a Tégalité proposée (A). 

Nota. — Autres solutions par MM. Russo à Gatanzaro; Ignacio Beyeus 
capitaine du génie à Cadix; Gh. Bieimann, ancien élève de TÉcolc 
polytechnique, ingénieur à Montauban ; Boutin, professeur au collège 
de Gourdemanche. 

M. Biermann, après avoir établi la réciproque de la propo- 
position énoncée, ajoute les réflexions suivantes. 

Appelons conjoints les segments CD et AB liés par une par- 
tie commune BG; et exlcraes les segments BD et AG : 

Pour que quatre points en ligne droite soient conjugués har- 
moniques, il faut et il suffît que le milieu d'un conjoint soit sur 
son externe et que les distances de ce milieu aux extrémités de 
Vautre conjoint soient proportionnelles aux produits des dis- 
tances de chaque extrémité du second aux deux extrémités du 
premier. 

L'étude de cette proposition conduit à d'intéressantes consé- 
quences, dont le lecteur vérifiera aisément l'exactitude. 

Pour que quatre points en ligae droite soient conjugués 
harmoniqueraent, il faut et il suffit que les milieux des con- 
joints soient sur les externes et remplissent l'une des condi- 
tions suivantes : 

1® Que les distances du milieu d'un conjoint, aux extrémités 
de Tàutre, soient proportionnelles aux carrés des deux seg- 
ments du second : 

OB.ÂG* = OA.BC=^ ou (dG.BD^ = coD.BG* (*) 
2® Que la distance des milieux des conjoints se trouve divi- 
sée en trois segments dont le mitoyen soit moyen proportion- 
nels entre un extrême et le double de l'autre ; 

BG^= 2.0B.a)G. 
3® Que les demi-longueurs des conjoints et la distance de 

leurs milieux soient les trois côtés d'un triangle rectangle 

— — ■ — - — — — — — — ~ ■ ■ . ■ - - ■ — , 

(*) (0 désigne le milieu de AB* 
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ayant cette distance comme hypoténuse : 



5^' = (- 



AB\2 /GD\« 



4" Qu'il y ait conjugaison harmonique entre le milieu cUun 
conjoint, les deux extrémités de Tautre, et le milieu I de la 
corde commune aux circonférences décrites sur les deux con- 
joints comme diamètres 

OB.AI = OA.BI, ou coG.DI = (oD.CI 



QUESTION 266 

fi^olntion par M. Tabbé E. Gklin, professeur au Collège Saint-Quirin, 

àHuy. 



Résoudre l'équation 

(1) (ax» + bx -h c)* = x»(Ax« 4- bx + c). 

(G. L.) 

Posons, pour abréger, A — a h — = A», k désignant une 

4 
expression réelle ou imaginaire. 

Uéquation (1) devient 

(ax* -h bx + c)* — x*{ax* -+- éo* -h c) H = A'ac*, 

4 

fax* -h bx -h c j — Â:«x* = o, 

X* 

ox' 4- 6x -h c ± kx^ = 0, etc 

2 

NotA. — Solutions analogues par MM. Gh. Biermann, ancien clëve de 
l'École polytechnique, ingénieur à Montauban; A. Boulin, professeur au 
collège de Gourdemancbe ; Ignacio Beyens, capitaine du Génie à Gadix. 
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se 



QUESTIONS PROPOSÉES 



301. — On donne les deux relations 



a 
b 
c 



a' 
6' 
c' 



X 

y 



= o, 



on propose d'en déduire les suivantes 



a 
b 

c 



X 

y 

z 



X' 

y' 



= o, 



a 


a 


X 




b 


b' 


y' 


- o; 


c 

1 


c' 


z' 




a' 


X 


x' 




b' 


y 


y' 


— o. 


c' 


z 


z" 








(Ch. 


Hermite.) 



302. — Résoudre les équations 

X — b — c X ^ c — a 



X — a — b 



X — 2a 

2X -^ c — b 



X — 2b 
2X -h a — c 



X -h b — c X -h c — a 
X -h b -h c — a x-hc-ha — b 



•+- 


X - 


- 2C 




4- 


2X-h 


6- 


a 


X + 


a — 


b 


X -{-a-{- 


b- 


c 



X -h 3a — b — c x-h3b —c — a x + Sc — a—b 



-H I = o, 



4- 2 = o, 



4- I — o. 



et reconnaître que la clef qui peut servir à former, en nombre 
indéfini, les équations de Ce genre est représentée par 
ridentité 

(G. L.) 

Reiurque. — Avec cette clef on peut aussi obtenir, en nombre indéfiDi) 

des équations de second degré donnant des racines commensurables ; 

par exemple 

x-\-a x-\-b a-\-b 

-h 2 = o, 



a 



X 



etc. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 



IMPRIMERIE GF^NTRALË DKS CHEMIN DB FER. — IMPRIMERIE GHAIX. 
RUE BEROÈRE, 20, PARIS. — 22582H0-8. 
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DIVISIBILITE D'UN NOMBRE 

PAR LE PRODUIT DE NOMBRES PREMIERS , FORMANT 

UN GROUPE DEFINI 

(Application à la détermination des facteurs premiers, 
diviseurs d'un nombre donné) 

Par M. lioir. 

{Suite et fln^ voir p. 241.) 



Application. — Déterminer les nombres premiers, diviseurs 
du nombre 66 355 761 644 172. 

Groupes successivement Quotients successifs 

employées : ^ ' 

l^ y.ii .i3 = I 001 

66355761644/72 Quotient par j.ix.iS: 
761 4J2 6628()4'j2 IJ2 

3bb289 
66066 
o 

2« 7,11.13 

66 289472 77J Quotient par 7. II : 

6289 Joo 989300 172X13—12000000000 
6Sg8g =860 022 36g 

—924=— 7. II. i3 

3** 3.23.2g = 2001 

860902235 Quotient par J.2J.2P : 

860^0 430 236 

o 

4® g.iy.ig.43= i25ooi (i25X236 = 29500) 

430 236 Quotient par g.17 .ig : 

— 29500 236x43 — 10000=145 

— 29070= — 9. 17. 19. 10 

5« 148 = 2.2.^7. 

Les nombres premiers, diviseurs du nombre donné, sont ; 
2, 2, 3, 3, 3, 7, 7, II, II, i3, 17, 19, 23, 29, 37. 

JOURNAL DE MATH. ÉLéH. — 1888. \l 
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Rexabques. — 1* Si le groupe de nombres premiers était 
défini, parce que leur produit est terminé par i. On serait 
ramené à la question que nous avons traitée, dans le n? du 
mois de juin de ce journal, sous ce titre : Caractères de dtvm- 
bililé d^un nombre par un nombre premier: 7, 11, 1 3, 17... 

2^ Si le groupe de nombres premiers était défini, parce que 
leur produit est terminé par o i . On verra, facilement, que ]'on 
arriverait à des conséquences théoriques et à une règle pra- 
tique, tout à fait analogues à celles qui ont été développées 
ci-dessus, sur lesquelles il n'est pas nécessaire d'insister. On 
aurait alors : 

31.71 = 2201. 47.83 = 3901. 79-Ï9 ~ i5oi. 

37.73 = 2701. 53.17 = 901. 89.9 =801. 

41.61 = 25oi. 59.39 = 23oi. 97.33 = 320I. 

43.7 = 3oi. 67.3 = 201. 

3® On pourra, afin de rendre plus simples, plus praticables, 
certaines opérations de la recherche des nombres premiers, 
diviseurs de Tune des différences obtenues dans le procédé 
appliqué ci-dessus ; ou bien, encore, pour reconnaître les 
nombres premiers, diviseurs du dernier quotient, que Ton 
doit essayer successivement ; on pourra, dis-je, recourir aux 
procédés déduits des deux remarques précédentes. Ils pré- 
sentent de très réels avantages. 

Ainsi, supposons que Ton ait obtenu i 067 485, pour dernier 
quotient de la division d'un nombre, à la suite des essais par 
les groupes terminés par 001 ; qui ont donné les facteurs pre- 
miers, jusqu'à 29 compris. On devra essayer si ce dernier 
quotient, 1067485, est divisible par les autres nombres pre- 
miers, à partir de 3 1 . 

Appliquant la méthode de la remarque n° 2, on a : 

3i .71 = 2201 

Il viendra : 

22.85 = 1870 

1067455 

i8yo 

SS04 

o 

le quotient par 31.71 est 485, et comme 485 = 5.97, on 
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joindra 5, 3i, 71, 97 aux nombres premiers, déjà trouvés, 
diviseurs du nombre donné. 

Conclusion. — Nous sommes amenés à conclure, que, 
pour obtenir tous les diviseurs premiers, d'un nombre donné, 
il conviendrait d'utiliser les trois procédés de divisibilité, en 
considérant les groupes des nombres premiers dont les pro- 
duits sont terminés, soit par 00 1^ soit par o/, soit par /. 

Application. — Déterminer tous les nombres premiers, divi- 
seurs du nombre 2812 604 243 i3g 4o5. 

Groupes employés : Quotients successifs : 

l"* 3. II .17.41 — 23ooi. 
(405. 23 =931 5) 2812604243 i3g 4o5 Quotient par 

93i5 3.1 1 . 17 ,41 : 











60423352^ 
18952 










12585 2^/ 
6463 










2806/22 

2806 













2a 


3. 


i3 

(2 


.09 
3.5- 


2 3oi. 

ii5) 122 281 824405 

ii5 



Quot'ent par 
3.i3.5g : 



818125 53i42go5 

667 

2275 14 

322 



I 2 I 95 J? 
121 9 



O 
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3® 19-79 I 5oi» 

(15:5-75) 


53 142905 

75 


Quotient par 
^9-79 ' 




53 I 35 4 
810 


35 40 5. 




45 o3 
45 




4° 7^.7 = 5ïi. 
(5i.5 = 255) 




35405 

255 


Quotient par 

73: 




32 85 55 
25 5 


X7+ 100=455=5.97. 



7 3 = 73.1. 

Les nombres premiers, diviseurs, du nombre donné sont : 
3, 3, 5, II, i3, 17, 19, 4U 59, 7J, 7p, 97. 



THEOREME FONDAMENTAL 

DE LA THÉORIE DES MAXIMUMS 

(démonstration de m. darboux) 



La démonstration qu'on donne, généralement, du théorème 
sur le maximum d'un proiuit de facteurs dont la somme est 
constante, est insuffisante. On montre, en effet, que le produit 
peut constamment être augmenté tant qu'il reste deux facteurs 
inégaux ; mais on ne montre pas que le procédé employé pour 
augmenter le produit le fera converger vers le produit dans 
lequel tous lès facteurs sont égaux; ni, au moins, que ce dernier 
produit est supérieur à tous les produits dans lesquels se 
trouvent des facteurs inégaux. 

M. Darboux a donné incidemment, dans une leçon professée 
à la Sorbonne, en 1883, une démonstration claire et rigoureuse, 
que nous avons, dès ce moment, introduite dans notre ensei- 



r' 
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gnement. Elle nous parait de nature à être aisément comprise 
par tous les élèves de Mathématiques élémentaires. 
Dans le cas de deux facteurs, l'inégalité connue 

xy =^l{x +yy -^ (x - yY 
4 4 

CC^ I , 

= — - - (^ - y)* 

4 4 
contient la démonstration du théorème, même si les facteurs 

sont négatifs. Dans ce qui suit, il est nécessaire de supposer 

positifs les facteurs; nous désignerons par x, y, z, t, u.., dee 

facteurs différents entre eux, en sorte que, dans le cas de deux 

facteurs, Tégalité rappelée conduit à l'inégalité 

(A) . -y<(^y- 

Gela posé, soient quatre facteurs x, y, », t. Nous avons: 

/x + v\" 

et, comme les facteurs sont positifs, en multipliant membre 
à membre, xyzt < (-— X -^-) • 

Or, toujours d'après (A)., on a 

{x + yXz + < [ ^ ) • 

Donc œyzt < 1 \ 2 



zt < 




/■D\ ^ /X -h y -i- z -h h* 
(B) xyzt < ^ '— j ; 



4 
ou 

'X -h y -i- z -h t\^ 

4 
ce qui démontre le théorème dans le cas de quatre facteurs. 

Passons au cas de huit facteurs x, y, z, t, u, v, w, p. En vertu 
de (B), nous avons 

X -\- y -\- z + /\* 



xyzt < r 



uvwp < 

4 



4 

u -\- V -\- 10 + p\*^ 
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puis, en multipliant membre à membre, 

Or: 

,, , (x-hy-i-z-^-t-hu-i-v-hw + p)^ 
{x-hy-\'S-ht){u-hv-hW'hp)< î--; 

4 
donc 

(C) xyztuvwp <{^ ^ —^ ^j . 

Le théorème est démontré pour huit facteurs, et Ton voit 
comment la démonstration s'étend à un nombre de facteurs 
égal à 2". 

On ramène le cas de m facteurs au cas de la puissance de 2 
immédiatement supérieure, de la manière suivante» Soient, par 
exemple, cinq facteurs tels que 

x-i-y-^-z-^t'^-u = a. 

Multiplions tous les produits variables par le produit de 

trois facteurs constants, égaux chacun à — : nous aurons ainsi 

5 

huit facteurs ; et Tinégalité (Gj sera appplicable. 

3a\ * 
. x-hy-i-z-i-t-i-u-]- 

xyztu (-J < 




<(i) 

En divisant les deux membres de la dernière inégalité par 
(— ) > il vient 

xyztu < (-7) (*). c. Q. F. D. 

L. L. 

(*) A propos de cette démonstration, fondée sur l'inégalité de Gauchy 

P/-— ^a-{-b ... + fe + / 

y ab ... kl<i , 

P 
on pourra consulter : !• le Cours d'Analyse de Gauchy, 1821, p. 457; 2" la 

Correspondance mathématique de Quetelet, tome IV, p. 169; 3* Nouvelles 

Annales, 1842, p. 368; 4» notre Traité d^ Algèbre, p. 208. G. L. 
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SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G. de lion^çchamp*. 

(seconde partie) 

(Suite, YOÏT p. 252.) 



104. Examen d'un cas particulier concernant 
le problème précédent. — Nous allons supposer main- 
tenant que le but proposé est visible d'un seul point de la 
région accessible; tel serait, par exemple, un obstacle fortifié 
B protégé par un bois V; de telle sorte que B soit visible d'un 
seul point A, à travers une percée du bois. 

Soit G le point ob Ton veut établir la batterie. On prendra, 
sur les directions AC, AB, des longueurs 
AC, AB' telles que 

kC _ AW 

AG ~ AB ' 
La ligne de visée GZ est parallèle à G'B', 
et la distance GB se calcule par la formule 

AG 
GB = G'B'. 



fB 



■■r?^>-. 



/ 
/ 



AC' 



^^ 







Cette solution exige que Ton con- 
naisse la distance AB. Si cette longueur 
ne peut pas être calculée, il faut alors, 
pour que la position deB soit déterminée, 
que Ton puisse indiquer, sur le terrain, 
deux points P, Q en ligne droite avec B. 
D'ailleurs, P, Q sont inaccessibles; car, dans l'hypothèse que 
nous avons faite, B ne peut être aperçu que d'un seul point 
de la partie accessible. Voici comment on peut résoudre ce 
cas, l'un des plus difficiles du problème actuel. 

Traçons OX perpendiculairement à OB, dans la région 



Fig. S78. 



272 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

accessible; prenons, sur OX, un point 0' arbitraire, mais tel 
que les lignes OT, O'Q passent dans le voisinage du terrain 
où Ton veut établir le centre d'attaque. Les perpendiculaires 



B 



^f^r.!^;\ 









g§^^:^--~..^^ 



/ 



->P 



^1 '^' ' 






,'<-' 

f 

y 



y' 







/ I 
/ I 



»>'-' 



^ "^ 




/ ^^>^-__J^C 



Fig. 279, 

OA, OG, élevées aux droites OP, OQ, coupent les lignes OQ, OP 
en des points A, G; la droite GA est la ligne de tir. 

105. Le tir sur un but complètement invisible. — 

Imaginons, par exemple, que, dans une ville assiégée, on 

veuille atteindre un 
point B, invisible dans 
quelque position qu'on se 
place; on sait seulement 
qu'il se trouve placé en 
ligne droite avec deux 
couples de points visibles 
A, C;D, E. 

La transformation 
homothétique des figures 
donne une première solu- 
^'^- ^^^' tion du problème actuel. 

Après avoir jalonné, en partant d'un point 0, les directions 

OA, OC, OD, OE; on prend, sur ces droites, des points A', 

G', D', E', tels que 

OA/ _ Oa _ 0D[ _ OE' 

OA ""ÔG ""ÔD " ÔÊ* 
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Les lignes A'C, D'E' se coupent en un point B'; OB' est la 
ligne de visée. OB se calcule d'ailleurs par la formule 

0B = 0B'.5|. 

Mais cette solution, très simple en théorie, offrirait dans 
l'application, certaines longueurs, parce qu'elle exige le calcul 
préalable des distances OA, OC, OD, OE. Celle que nous allons 
indiquer, basée sur la transformation homologique, est sensi- 
blement plus pratique, 

La transformation à laquelle nous faisons ici allusion est 
celle que nous avons déjà employée au paragraphe précédent; 
elle peut se définir ainsi. On prend un 
angle droit O'Oa:; et, sur 00', un point 
fixe 0'; c'est la figure de référence. Un 
point M étant donné, le correspondant 
M' s'obtient en traçant O'M et en menant 
la droite OM', symétrique de OM, par ^^' ^'• 

rapport à OX. Getle construction du point M' peut être faci- 
lement réalisée, sur le terrain, avec une fausse équerre. 

Si l'on transforme, par ce procédé, une figure inaccessible, 




^D 



0' «e^----:.- - 







H 



/ 
/ 
I 
t 



I 



F%q. 28SI. 



*A 



et notamment le quadrilatère A, G, D, E dont il a été question 
plus haut, on obtiendra des points associés A', G', J)\ E'. 

JOURNAL DE HATil. ÂLÉM. — 1838. 12. 
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D'ailleurs, dans cette méthode, la transformée d'une droite est 
une autre droite; de plus, deux points correspondants sont en 
ligne droite avec le pôle fixe 0', D'après cela, les droites A'C, 
DE' se coupent en un point B'; OB' va passer par B; c'est la 
ligne de visée. 

Pour avoir la longueur O'B, on observera que, si OB rencon- 
tre Taxe d'homologie en H, la ponctuelle OB'HD est harmo- 
nique ; on a donc 

I __ 2 I 

ÔB "ÔH ""ÔF' 

Pour démontrer que les trois points G, A, B Sont en ligne 
droite (*), on peut raisonner de la manière suivante. Les 
côtés des angles droits BOX, AOP, COP rencontrent PQ en 
six points formant une involution dont le point central est la 
projection de sur PQ. D'autre part, le quadrilatère complet 
AG, 00', FQ' donne, lui aussi sur PQ (théorème de Desargues) 
par ses côtés O'G, OA ; OG, O'A ; et ses diagon&les 00', AG, 
six points en involution. Dans ces deux ponctuelles en invo- 
lution, cinq points sont confondus ; par conséquent elles 
coïncident, et l'on peut conclure que AG passe par B. 

La longueur de la ligne de tir peut s'obtenir de bien des 
façons et, notamment, en observant que le rapport anharmo- 
nique (D, G, A, B) est égal à celui des points (0' G P' R) . 

La solution précédente est, comme on le voit, une nouvelle 
application de la transformation des figures, que nous avons 
nommée transformation réciproque (**) ; elle exige l'emploi de 
l'équerre ordinaire. Si l'on ne dispose que d'une fausse équerre, 
on opérera comme nous allons l'indiquer, en effectuant une 
transformation homologique de la figure inaccessible. 

Soit toujours désigné par B (fig. 283) le but qu'il faut 
atteindre et qui n'est visible que d'un seul point 0, lequel ne 
peut, pour certains motifs, servir de centre d'attaque. Effec- 
tuons la construction indiquée par la figure, en supposant 

Q'OB = QOB, P'OB = POB. 

La droite P'Q', ainsi obtenue passe par B. Si l'on ne veut 



(*) Cette propriété m'a été communiquée par M. Laurens. 
(**) Journal de Mathématiques spécicUes, 1882, p. 49. 
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:/' 



pas, pour reconnaître cette propriété, invoquer les principes 
de la transformation homo- 
logique, il suffira d'observer 
que les droites 0B,00' étant 
les bissectrices des angles 
formésparles droites OQ'OQ, 
OP', OP : les ponctuelles (0', 
F, R, P), (0', Q', S, Q) sont 
harmoniques. Cette remar- 
que une fois faite, un théo- 
rème élémentaire bien connu 
prouve que P'Q\ RS, PQ 
sont des droites concou- 




^ / 



Fig. 283. 



rantes. On pourra donc installer la batterie en P' ; P'Q' sera 
la ligne de tir. 

Quant à la distance P'B, elle se calculera, si Ton veut, par 
le procédé indiqué plus haut. 

Nous abordons maintenant un cas plus difficile; c'est celui 
oîi le but est invisible de tous les points de la partie accessible. 

(A suivre.) 



SUR LA TERMINOLOGIE 

DE LA GEOMETRIE DU TRIANGLE 
Par M. Poulain. 



La terminologie qui a été proposée dans ce journal (*), et 
ailleurs, est déjà fort commode. Mais je crois qu'il est impor- 
tant de ne pas la regarder comme fixée d'une manière défi- 
nitive. Si Ton n'accepte pas trop facilement des changements 

il n'en est pas moins utile d'en discuter quelques-uns (**). 
■ 1 . ■ ■ 

(*) Voyez : Généralités sur la géométrie du triangle, par M. G. de Long- 
champs, Journal, 1886, p. 100. 

(**) C'est pour cette raison que nous insérons très Yolontiers la lettre de 
M. Poulain, bien que nous ne soyons pas partout d'accord avec notre 
honorable correspondant. C'est ainsi que les mots points algébriquement 
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En voici un qui me paraîtrait utile. Le nom de points algé- 
briquement associés est meilleur que ceux qui l'avaient précédé. 
Mais celui de points harnioniens me semble plus avantageux. 

• 

associés^ que nous avons autrefois proposés (loc, cit.), et qui se trouvent ici 
critiqués, nous paraissent pourtant bien choisis. 

Je crois que M. Poulain fait erreur en voulant rappeler, par un seul mot, 
la construction des points en question. D^abord^ la chose est impossible; 
mais en admettant, bien que j'en douto complètement, que l'élève devine, 
à l'énoncé du mot harmonien, la figure formée par un triangle, un point 
et ses harmoniens ; comment appellera-t-on les points complémentaires, 
anti-complémentaires, supplémentaires, etc. , les potentiels, les réciproques 
de différents ordres, les points isobariques, les points irrationnellement 
associés, etc ? Trouvera-t-on un mot pour rappeler la situation géomé- 
trique des points considérés, relativement au triangle de référence? 11 y 
a là une impossibilité évidente. 

Si, au contraire, comme je Tai fait, on prend pour base du langage 
de la Géométrie du triangle la comparaison des coordonnées des points, 
associés à un point donné M, avec celles de M ; alors, la terminologie, 
ainsi créée, possède une base vraiment commode et cette langue nou- 
velle sera claire et logique ; étant entendu, une fois pour toutes, que 
les mots qu'elle emploie ont pour but de rappeler la loi algébrique 
liant les coordonnées des points considérés. 

M. Neuberg, qui a tant fait pour la Géométrie du triangle, m'avait 
proposé le terme points harmoniquement associés, pour remplacer les mots 
algébriquement associés. Mais ce vocable ne me paraît pas mieux choisi 
que celui proposé ici par M. Poulain, et pour les mômes motifs. 

Par exemple, je ne vois aucun inconvénient au mot de Céviennes mis 
en avant, plus loin, par M. Poulain. Les Allemands appellent les droites 
MA, MB, MG, d'après un renseignement que m'a donné M Neuberg, les 
« Ecktransversaien des Punktes M 3> ce qui se traduit assez bien, d'après 
lui, par transversales angulaires de M. Mais le mot Céviennes est plus court ; 
il rappelle un théorème classique ; et il pourrait être adopté, sans incon- 
vénient. Quant aux autres expressions proposées par M. Poulain, pour 
bien des raisons, sur lesquelles je ne crois pas nécessaire d'insister, elles 
me paraissent moins utiles. Je me bornerai à faire remarquer à M. Pou- 
lain, qu'il n'y a qu^une sous-normale ; il n'y a, aussi, qu'une sous-tangente ; 
au contraire, une hauteur, par exemple, donne lieu à deux sous-hau- 
ieurs. Gomment les distinguera-t-on et quel avantage retirera-t-on de ce 
néologisme? Il n'y a qu'une chose vraiment utile, dans la Géométrie du 
triangle, c'est le rapport des sous-hauteurs, des sous-bissectrices, etc., 
situées sur un côté du triangle. Mais ces rapports sont fournis par les coor- 
données barycentriques du point correspondant; il n'y a donc aucune 
utilité apparente à donner des noms à des objets qui ne doivent pas être 
considérés. 

Malgré les observations précédentes, nous avons tenu à insérer inté- 
gralement la note de M. Poulain. Le sujet délicat qu'elle aborde com- 
porte en effet d'intéressantes réflexions ; nous avons voulu les provo- 
quer, car il importe de fixer la langue que l'on doit adopter dans cette 
intéressante étude, chaque jour plus étendue, de la Géométrie du triangle. 

(G. L,) 
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Quelles sont, en effet, les qualités désirables dans un mot 
nouveau. C'est d'être: 1® court, 2*» expressif, 3<* fécond. Il faut 
que le mot soit expressif çout Vélève^ qui n'a pas le temps 
d'aller longtemps aux renseignements, pour retrouver la 
signification perdue. Le mot harmonien éveillera tout de suite, 
dans son esprit, l'idée d'un partage harmonique. Sur quoi 
porte ce partage? Il le devine : c'est sur une transversale 
issue du sommet G, puisque ces droites sont en jeu continuel 
dans la Géométrie du triangle, et définissent presque tous les 
points. C'est donc cette transversale CC qui sera partagée. 

Au contraire, quand l'élève entend le mot algébriquement 
associéy il voit bien qu'il y a une opération algébrique à faire; 
mais sur quoi? est-ce sur une transversale usuelle, ou sur 
certaines coordonnées? Puis, quelle est cette opération algé- 
brique? Est-ce un changement de signe, une addition, une 
multiplication? Il hésite. 

Je crois donc que le mot harmonien est plus suggestif ^ouv 
l'élève. Il Testégalement pour le professeur qui, pendant deux 
moiS; a perdu de vue la Géométrie du triangle; et pour le pro- 
fane^ à qui on veut expliquer, en deux mots, de quoi il s'agit. 
Il suppliera qu'on ne lui décrive pas, tout du long, les divers 
systèmes de coordonnées, mais qu'on lui fasse savoir, rapide- 
ment, de quel point on parle. 

J'ajoute que les amateurs de Géométrie pure aimeront un 
mot qui ne fait pas allusion à un système particulier de coor- 
données et se définit par une petite opération qui leur est 
familière, comme celle d'un partage harmonique. A la vérité, 
on ne peut pas toujours les satisfaire sous ce rapport et l'on 
s'en tire comme on peut pour les points complémentaires et 
autres. Mais du moment qu'il y a possibilité, il vaut mieux 
tenir compte de leurs tendances. 

J'ai dit que le mot harmonien a un dernier avantage, c'est 
d'être fécond. Il amène naturellement certains dérivés; 

Ainsi, les transversales AM', BM' s'appelleront les harmo- 
niennes de AM, BM, Plus généralement, quand M décrit une 
ligne, celle que décrit M' s'appelle rason Aarmom'cnne. L'autre dé- 
nomination ne se prêtait pas à ces dérivés, sauf pour le triangle 
algébriquement associé que j'appelerai triangle harmonien. 
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Il me semble qu'il serait commode d'avoir un mot spécial 
et court pour désigner les coordonnées normales. Avec les 
coordonnées barycentriques et tripolaires, on peut encore s'en 
tirer, en disant par abréviation : les barycentriques, les tripo- 
laires (ce serait un usage utile à introduire). Mais on ne peut 
faire une abréviation analogue pour les coordonnées normales. 
Il serait bon de créer un mot. Il ne faut pas craindre qu'il soit 
pittoresque, pourvu qu'il soit court, suggestif et fécond. Je 
n'ose en proposer. Le mot cathètes, qui signifie fil à plomb, 
est assez obscur. Les mots plombaks ou équerriennes effarou- 
cheront peut-être, quoique très clairs. On pourrait recueillir 
les avis de quelques hommes du métier. 

Au risque de paraître trop porté pour les mots nouveaux, 
j'ajouterai qu'il serait bien commode de donner un nom à cer- 
taines droites qui fourmillent dans la nouvelle Géométrie. Ce 
sont les transversales menées par les sommets d'un triangle. 11 
m'a fallu huit mots pour les désigner. Puisque ces droites 
font leur première apparition (d'une manière générale) dans 
le théorème de Géva, il serait naturel de les appeler des cé- 
viennes; et ce mot très court dirait, bien haut, leur définition. 
Quand elles seront concourantes en M, elles s'appelleront les 
céviennes de M. Chaque point remarquable a les siennes. Il 
y aura donc les céviennes de Steiner, de Nagel, de Jérabek, etc. 

Si deux de ces transversales sont remplacées par deux autres, 
suivant une loi quelconque, les nouvelles sont appelées les cocé- 
viennes des anciennes. Elles déterminent un point M' qui est 
le cocévien de M; et quand M se meut sur une ligne, M' en- 
gendre la cocévienne de cette ligne. 

On a ainsi des transformations cocéviennes formant un groupe 
nombreux, en face du groupe des transformations centrales. 

Chaque espèce de cocévienne a -un qualificatif qui indique 
sa loi de formation. Elle sera inverse, réciproque, orthogonale, 
harmonique, etc. ; ou encore on la désignera par le nom de 
l'espèce de point qu'elle est destinée à donner. Ainsi les cocé- 
viennes isobariques aboutissent à l'isobarique de M. On fera 
de même pour les points complémentaires, supplémentaires, 
potentiels, brocardions, etc. Voilà un moyen rapide de dési- 
gner des transversales usuelles qui n'avaient pas de nom. 
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En Géométrie analytique, on appelle sous-tangentes et sous- 
normales des segments issus des pieds des tangentes et nor- 
males. Rien n'empêche d'étendre cette formation de mots aux 
segments déterminés par toute droite sur les côtés du triangle 
de référence. On dira : les sous-bissectrices, les sous-hauteurs, 
les sous-plombales, les sous-newtoniennes et même les sous^ 
segments des droites de Gergonne, de Lemoine, etc. (on osera 
peut-être même dire plus rapidement : les sous-droites). 

Au fond, je n'ai proposé que trois mots nouveaux ; ils ser- 
vent à exprimer une quantité d'idées usuelles, d'une manière 
si simple, qu'elle dispense d'explication. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin, professeur au GoUège de Courdemanche* 

(Suite, voir, p. 222.) 



86- ■— On a, entre les angles o, 6, c, d d'un quadrilatère 

quelconque, les relations : 

. ^ . . j . b-hd . 6 + c . c-hd 
1® sm o 4- sm -t- sm c + sina = 4Sin sm sin 

c-f-d b + d a -hd 
2^ sin a 4- sin 6 — sin c — sin d = 4 sin cos cos 

^222 

a-hb b-\-d a-{-d 
3®cosa-4-coso-4-cosc + cosa = 4Cos cos cos 

^2 2 2 

a-\-b . b-hd . b-\-c 
4°cosa-*-cos6 — cosc — cosa = 4Cos sm sm 

^22 2 

,..«.« ' b c d , a-hb / _ 6-+-d\ 

5®sm--Hsm— -f-cos- + cos- = 4sm cos 1 45® ) 

2 2 2 24 \ 4/ 

cos (450 - -i^y, 

^ . a , b c d . a-hb [ _ a4-d\ 

6®sm--i-sm — cos — cos- = 4sm cos (45® h ) 

2 2 2 2^4 \ 4/ 

/ c« b ^ d\ 
cos (45*4 j; 
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^ sina + sinftH-sinc-f-sind , b-hd, 6-HC 

i""' r-7 r- :-^ + tg tg = 0; 

sina + sino — sinc — sma 22 

^ sinaH-8in6 + siac4-sinrf , 6-f-rf. b+c, c + d 

8® = tff tff tff ; 

cosa-hcosô+cosc+cosrf 2 ^22 

^ sinaH-sinô — sine — sind , b-hd , b-hc, c-\-d 

^ 7 :}=cotg cofg tg— — ; 

cosa+coso— cosc — cosa 2 2 2 

.^ cosa+cosft+cosc + cosd , b-\-d , 6 + c 

10^ ; T=cotg cotg ; 

cosa-T-cos6— cosc — cosa ° 2 2 

Ijo 3 ^ cos*a — (^cos* o] + 4^ cos* a cos* 6 cos^ c 
= 4 cos a cos 6 cos c cos rf f ^ cos' a — i J ; 

12« 2^ tg a = 2 ^^ ^ ^^ * ^^'' 

1^" >, tg - tg - = I + tg - tg - tg - tg - ; 
^-'4 4 4 4 4 4 

15° > cotg — cotg — cotg — = X ^^^8 — ' 

k entier positif. 

W y cotg - cotg - = I + cotg - cotg - cotg - colg - - 
-^^4 4 4 4 4 4 

87. — oî, y, z étant les coordonnées normales d'un point 
quelconque M du plan d'un triangle; les angles BAM = a, 
GAM = a', MBA = p', MBG = p, BGM = /, AGM = y ; et les 
angles BMG, AMG, AMB, sont donnés par les formules : 

y 

cotg a = — : — -r + cotg A, 
° ^smA ° 

cotg OL = — ^—- + cotg A, 
y sin A ° 

^oig P = — 7-^ 4- cotg B, 
ccsinB ° 

cotg ^' = — ^ H cotg B, 
z sin j5 
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— cotg BMC = -^f— + s cos G 4- 1/ cos B — x cos A j ; 

— cotg AMG = —(- — h z cos G -h X cos A — y cos B] ; 

— cotg BMA = ^(— + X cos A 4- y cos B — z cos G ) • 

R, S désignent le rayon du cercle circonscrit et l'aire 
de ABC. 

Soient MA, = a;, MB, = y. 

On a ; BGi = 2 cotg fi'. 

Projetant, sur MA,, le contour MA,BGiM, on a : 

X = BCj sin B — 2 cos B = 2 cotg p' sin B — s cos B; 
d*oîi l'on tire cotg ^', On a, de même, les cinq autres formules. Puis 

- cotg BMC = coig (p -+- rO = ^"^f^,^"'^\~; > 

En tenant compte des valeurs trouvées précédemment, on arrive aux trois 
dernières formules. 

88. — On a entre les angles a, p, y, a', p', Y (exercice 
précédent) la relation : 

(cotg a — cotg A)(cotg P — cotg B)(cotg y — cotg G) 
= (cotg a' — cDtg A)(cotg p' — cotg B)(cotg y' — cotg G) 

On peut observer que cette relation n'est pas distincte de la relation 
bien connue : 

sin a sin p sin y =:: sin a' sin p' sin y', 
laquelle exprime que les droites MA, MB, MG sout concourantes. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 

(SAINT-GYR 1888) 



4. — Démontrer que Ton a, quel que soit le nombre entiern : 
2.6.10. 14.. .(411— 6)(4n— 2):s(n+i)(n-i-2). ..(2n— i)2n(*). 

Cette question est proposée, à titre d'exercice, dans notre Traité dA'l- 
gèbre (p. 11). On reconnaît facilement l'identité, pour des valeurs entières 
et positives de n, des deux expressions proposées 

A = 2,6. 10. 14 . . . (4n — 6)(4n — 2), 
B = (n 4- i){n H- 2) ... (2*1 — lUn, 
en observant que Ton a 

A = 2». 1 .3.5.7 ••• (2w — 3)(2n — i); 
d'où 

A. 1.2 ... n= (2.4.6 ... 2n)[i.3.5 .*. (2n — i) |. 
GSette égalité donne 

(1) A. 1.2 ... n= 1.2.3.4 ••• (^^ ~" i)2n. 

Or, 

(2)^ B.1.2 ... n= 1.2.3 ... n.{n ■+■ i) ... (2n — i)2n. 
Les relations (1) et (2) prouvent que A = B. 

5. — Démontrer (Recueil cité, p. 177) que 

est exactement divisible par (x — i )' (**). 

Il suffît, conformément à la méthode générale, d'essayer la division 
indiquée. On trouve que cette division se fait exactement et donne, pour 
quotient, 

na;n-i -1- ^n — i)a;*»-2 -|- ... 4-1. 

6. — Démontrer que l'équation 

{x — a){x — 6) — c* = G, 
a ses racines réelles. Peut-elle avoir ses racines égales et de 
signes contraires ? 

On applique le théorème des substitutions, qui donne le tableau suivant : 

— 00 a ou 6 +0Û 

+ — -4- 

etc. 



(*) Énoncé rectifié. Voyez le Recueil de la librairie Groville, Morant 
(p. 53). Il porte, par erreur, ^n + 2. au lieu de 4n — 2 ; et, par omission, 
les mots essentiels entier ^ positif ne sont pas exprimés. 

(**) Voyez Leçons d* Algèbre élémentairey par G. Vacquant, p. 71. 
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L'équation considérée a deux racines égales et de signes contraires 
quand on a 

a -h 6 = 0. 
Cette condition est nécessaire et suffisante. 

7. — R\5soudre réquation 

tg 2X = Ig X. 

On a 

2X = œ -h kiz, 

ou X := G, 1t, 27C,. . . 

Nous indiquons ici cette question très simple parce qu'elle se rencontre, 
sous des formes diverses, dans un certain no nbre d'examens, et surtout 
parce qu'elle n'est pas toujours traitée, par les candidats, avec la simpli- 
cité qu'elle comporte. 

Voici d'autres exemples du môme genre. 

l" Résoudre l'équation 

lax=^ ( Recueil cite. p. 43.) 

tg 205 

On observe que cette équation peut se meitre sous la forme 

tg 2a; = cotg ic = tg ( rc J . 

On a donc 2X = x-hkn, 

o 

etc. 

2* Une forme générale d'équations trigonométriques, renfermant, comme 
cas particulier, les exercices précédents, est la suivante: 

(1) tg(aa;+p)tg {a'x -h ^') = i. 

Pour résoudre cette équation, on ne doit pas développer tg{aaj -h p), 
tg {ol'x ■+■ p'), par les formules connues ; il est préférable d'observer que 
(1) donne 

tg (ax-h p) = cotg (ol'x H-'^') r=z tg ^^ — a'x — ^'\ , 
d'où aa; + B = a'oj — Û' + fcit ; 

2 

etc. 

8. — Démontrer que n(n + i)(2n 4- i) est toujours divi- 
sible par 6 ; ?i désignant un nombre entier quelconque. 

Cette question est très connue. En voici une du même genre, mais 
un peu moins évidente : n étant entier, démontrer que 

n(n} + 5) 
est toujours divisible par 6. 

(A suivre.) 
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BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

SESSION DE NOVEMBRE 1888 



MARSEILLE 

1. — Expliquer sur une figure où sont les extrémités des arcs x qu 
satisfont à rinégalité 

2 sin* X — II sin a; + 5 < o. 

2. — Calculer le rayon et la hauteur d'un cône ayant même surface totale 
qu*une sphère de rayon R et dont le volume soit - du volume de cette 
sphère. 



BACCALAUREAT ÈS-SCIENCES COMPLET 

SESSION DE NOVEMBRE 1887 



ACADÉMIE D'ALGER 

Mathématiques. 

1. — La déclinaison du Soleil étant de 18* nord, on demande la lon- 
gueur de Tombre, à midi vrai, d*un arbre qui aurait 25 mètres de hau- 
teur, en un lieu dont la latitude sud serait de 20 degrés. 

2. -- Une droite AB fait, avec l'horizon, un angle de 30" et a une lon- 
gueur de 100 mètres. On demande le temps que mettra, pour la parcou- 
rir uu point matériel abandonné, sans vitesse initiale, au point le plus 
haut. 

3. — Le point A restant fixe et étant situé aune dislance a d'une droite 
verticale indéfinie PQ, on demande quelle doit être la position du point 
B, sur cette droite, pour que la ligne AB soit parcourue dans les mêmes 
conditions que dans la question précédente en un temps donné tl — 
Discussion. — Quelle doit être la position du point B pour que ce temps 
soit le plus petit possible? 



ACADÉMIE DE PARIS 

1.-1° Calculer la surface d*un friangle rectangle, connaissant les 
longueurs r et R des rayons du cercle inscrit et du cercle circonscrit 
au triangle. 

2» Prouver que la somme des faces d'un angle polyèdre convexe est 
plus petite que quatre angles droits. 
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2. — 1* Étant donné un demi-cercle ACB, mener une corde DE, 
parallèle au diamètre AB, et telle, que les surfaces engendrées par les 
deux droites DE et EB, tournant autour de AB, soient dans un rapport 
donné X. Discuter. 

V Avec quelle vitesse faut-il lancer verticalement, de bas en haut, un 
mobile pesant, pour quMl s'élève à une hauteur de 60"? Quelle sera la 
vitesse de ce mobile au moment où il sera à 20*° du sol, soit en mon- 
tant, soit en descendant? 

3. — 1*" On demande de calculer les rayons des deux bases d'un tronc 
de cône. On donne Tapothème a, la surface totale, qui est égal à m fois 
la surface d'un cercle ayant a pour diamètre, et l'angle, égal à 60», que 
fait l'apothème avec le plan de la grande base. 

i** Dans un trièdre, une face quelconque est plus petite que la somme 
des deux autres. 



AGBEGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 

DES JEUNES FILLES 
ORDRE DES SCIENCES — CONCOURS DE 1887 



MalMmatiques. 

1. — Définition du logarithme d'un nombre. Propriétés communes à 
tous les systèmes de logarithmes. 

2. — On donne deux droites rectangulaires OX, OY, et sur OX un 
point A défini par OA = a; et l'on considère un triangle rectangle ABC, 
dont le sommet de Tangle droit est en B sur OY, l'un des deux autres 
sommets étant en A, et l'autre C dans l'angle XOY. Calculer les deux 
côtés de l'angle droit BC, BA, sachant: !• que l'aire du triangle est équi- 
valente à celle du carré construit sur OA ; i" que le volume qu'engendre 
ce triangle, en tournant autour de OY, est dans un rapport donné m avec 
celui d'une sphère de rayon OA. On déterminera entre quelles limites w 
doit être compris, et on vérifiera les valeurs de BA et BG qui corres- 
pondent aux valeurs extrêmes de m. 



QUESTION 260 

liolution par M. l'abbé E. Gelin, professeur au Collège Saint guirin 

àHuy. 



Si /e5 racines de Véquation du quatrième degré 

X* + ax' + bx* + ex -h d = o, 
sont en progression arithmétiqiic : 
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y® La raison r est donnée par la formule 

T — ± — 1/ 1 5a' — 40b ; 
10 

2® Les deux termes extrêmes sont les racines de Inéquation 

40X* + 2oax — I la* + 36b = o ; 

3^ Les deux termes du milieu sont les racines de l'équatidn 

40X* -i- 20 ax -h a* + 4b = o. 

(G. Russo.) 

1® Soient x, x -h r, x -h 2r, x -h 3r les quatre racines. En 

exprimant que la somme de ces quatre racines est égale à a, 

et que la somme de leurs produits deux à deux est égale à 6, 

on a : 

4CC -h 6r = — a, 

6x'* -+- iS rx -\- 1 1 r* = 6. 

On tire de Ici, en éliminant o; 

r — it — \/i5a* — 406 • 
10 

2° et 3®. Les quatre racines de Téquation sont : 

— 5a qi 3v/i5a* — 406 

x= — > x-hr = 

20 



— 5a q=\/i5a* - 


- 406 


20 


-5a±\/i5a«- 


- 406 



— SaibSi/ 1 5a*— 406 

x-h3r= — j cc4-2r: 

20 20 

On tire, de là : 

a; -H (a? + 3?') = (x-h r)-h(x + 2r) = > 

2 2 

. _ , - lia» + 366 , . . . Q^ -h 4b 

x(x + 3r) = 5 (a? + r)(x 4- 2r) = -ï-- 

40 40 

Donc a? eta? + 3r sont les racines de Féquation 

,., „ a — I la* H- 366 

(1) x^ -h -x -\ — o > 

2 40 

et ce + r et ce -4- 2?' sont les racines de l'équation 

(2) x^ + -a; H ^ = o • 

2 40 

Remarque. — On peut rechercher les équations de condition 
que doivent vérifler les coefficients a, 6, c, d, dans Thypothèse 
actuelle. 

Si Ton appelle p la somme des deux termes extrêmes, et q 
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leur produit; p la somme des deux termes du milieu et rieur 
produit, on a encore 

2p --- a, p» -h 9 4- r — 6, p{q + r) = — c, qr = d; 

a c 

d'oîi p = » q -^ r = -y qr = d, 

2 a 



Les deux termes extrêmes et les deux termes du milieu 
sont donc les racines de la double équation 

a c i/ r* 

(3) 0?» + -ce H ± y —-- d-^O' 

' 2 2a ? 40* 

Si Ton identifie' les éqiiations (1) et (2) avec Téquation (3), 
on a les équations de condition : 

— I la* 4- 366 c 



u. - '. 



40 2a ' 4a' 

- ^' -^ 4à ^ _^ ^ /zrr7 

40 2a ' 4a* 

ou, en ajoutant et en multipliant, 

- a* 4- 46 c (- I ni» + 366)(a« + 46) , 

= - > =1 a, 

4 a 1600 

Nota. — Solutions analogues par MM. Ignacio Beyens et Boulin. 

M. Boutin examine, à cette occasion, le cas où les racines d'une équa- 
tion de degré m sont en progression arithmétiaue et il observe avec 
raison que, dans cette hypothèse, Téquation donnée est quadratique, c'est- 
à-dire qu'elle est résoluble au moyen d'équations du second degré. La 
question est d'ailleurs très connue ; elle est traitée, si je me rappelle bîen> 
dans V Algèbre de Todhunter; mais la démonstration exige les premiers 
princii>es de la théorie générale des équations; pour ce motif, il nous 
faut ici nous borner au cas de l'équation du qudtrième degré. 

Le cas du troisième degré, et aussi celui du cinquième degré, peuvent 
encore être signalés comme donnant lieu à des exercices élémentaires 
intéressants; mais, dans tous les cas, les équations considérées sont 
quadratiques. 

Pour l'équation générale de degré impair, je renverrai le lecteur à mon 
Traité d'Algèbre (p. 401). 

Dans le cas de l'équation du troisième degré, l'identité 

a^ — ax^ -\-bx — c s (x — a)(ar — a — h]{x — a — 2A), 

donne a = a-i-aH-/i-f-a + 2ft, 

, a 
ou a + ^ = -• 

Ainsi, - est une racine de l'équation donnée. 
3 

Pour le cinquième degré, l'identité 

a;'' — ax* + . . . ^ (x — a) . . . (x — a ■— 4^1), 
donne a = 5a -I- i oh^ 
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_ a» 
ou . oL-h %n = T' » 

CL 

- est donc une racine de Téquation considérée. 
5 

Après avoir supprimé celle racine, le quotient 

fX^ — ax^ -1- ...' 



C 



a 
X 

5 



égalé à zéro, donne une équation du quatrième degré ; je dis qu'elle est 
quadratique. 

En efifet, l'identité ' 
a;* — Aa;3_^Ba;i_Ga;_l_D s (a;— a)(aî — a — ^)(a; — a — 3fe)(a? — a — 4^) 

peut s'écrire 

x^ — Aa;3 + Ba;2 — Ga; 4- D = [a;* — 2x[a. H- 2h) -\- a(a + ^]\ 

[a;»— 2ir(aH- 2/1).+ (a+/i)(a-|-3/i) |. 
On en déduit 

A 

1) a + 2/1= -; 

on obtiendra une équation du second degré, en z. 
On peut aussi, si l'on préfère cette marche, observer que 

(2) B = a(a H- 4/1) H- (a + h)(oL + Zh] + 4(a + 2/1)* 

et résoudre, par rapport à a, /i les égalités (1), (2). G. L. 



QUESTION PROPOSÉE 



303. — On donne une sphère et un point fixe S. On coupe 
la sphère par un plan (P), et Ton prend le petit cercle d'inter- 
section, ainsi obtenu, comme directrice d'un cône qui a S pour 
sommet. Ce cône coupe de nouveau la sphère suivant un 
petit cercle dont le plan est (Q), Démontrer que si Ton fait 
varier le plan (F), de façon qu'il passe par un point fixe, le 
plan (Q) passe aussi toujours par un même point. fA/awnftetm.j 

Errata. — 1<> Page 49, Q"*» ligne en remontant, au lieu de « point », 
Use% a plan ». — 2" Page 212, au lieu de question 224, lisez question 244. 

— 3" Page 259, dernière ligne, au lieu de -> lisez -• ■ 

I 2 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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